Studijni text: Logika a logické mysleni

PREDMLUVA

Vazené Ctenarky a vazeni Ctenafi, ucebni text s ndzvem Logika a logické mysleni, ktery
pravée procitate, je urcen jako zakladni literatura pro predmét Logika a logické mysleni.
Vychazel jsem ze svych zku$enosti i sou¢asnych trendd pfi vyuce matematiky a logiky.
Uvodni kapitola je jakymsi vstupem do problematiky. Druha kapitola je vénovana logice a
zachazeni s jazykem. Treti kapitola je nejprve opakovani mnozinovych operaci a funkci,
jsou pfipomenuty zakladni elementarni funkce a kapitolu uzavira studium limity a spojitosti
funkce. Ctvrtd kapitola se zabyva derivaci funkce jedné proménné a jejimi aplikacemi.
V zavéru uéebnice je ptehled standardnich vzorcl a vzorové zkoudkové testy.

Pfi vytvareni textu jsme se opirali nejen o osvédcenou literaturu, ale také o nazory
matematikl i ekonomd z velkého spektra instituci védeckych, vysokokolskych i
praktickych.

AC jsem text vytvarel z osvédéenych komponent, jsou v literature popsany pripady, kdy

1 Vé&fim, Ze tato situace

dilo utvorené z osvédcenych komponent nesplnilo ocekavani
nenastala.

Nabizim spojeni studia logiky a matematiky s pouzitim pocitace ¢i tabletu. Na Vysoké skole
ekonomie a managementu v Praze a Gymnaziu EliSky Krasnohorské v Praze — Michli se
dokoncuje projekt Matematika VSEM, ktery se Fedi v rdmci grantu Operacniho programu
Praha adaptabilita s finan¢ni podporou Evropského socialniho fondu. Na internetu si najdéte
volné pFistupnou stranku http://www.matematikavsem.cz/, zde objevite mj. minilekce
usporadané do sedmi kapitol, ze kterych je z velké ¢asti dokonceno pét kapitol, jednotlivé
kapitoly se kontinualné doplnuji. Minilekce je vlastné audioprezentaci, tzn. postupné
promitany text je doprovazen slovnim komentarem. Pro vase pouziti je nejvhodnéjsi 1., 2.
a 3. kapitola tohoto projektu.

Dovoluji si upozornit, Ze v logice a matematice neexistuje snadna cesta k Uspéchu. I ucitel
narodd J. A. Komensky nebyl ptiznivcem 2adné rychlé a snadné ,nalejvarny" védomosti,
ale naopak zadal zdlouhavé a svédomité studium: ,Nestaci knihy jen Cist, musi byt Cteny
pozorné a nejddleZitéjsi mista museji byt podtrZzena a vypsdna. Podtrhuj v knize, kterd je
tvym majetkem. Délej si vypisky, at jde o tvou & cizi knihu. To je totiz ze Eteni jediné jisté
ovoce, Ze si Ctenar vypisovanim prisvojuje to, co Cetl. Chtit svéfovat véci pouhé paméti
znamena zapisovat je do vétru, protoZze nase pamét je prchava, prijima mnoho véci, ale
hned je zase pousti a ztraci, neni-li podporovana zabradlim pisma." Na zavér by asi bylo
vhodné odpovédét na otazku: Co si vybrat? Na to neni tfeba priliS se ptat. Vyberte si
véechno, co je pro vas nové, o &em soudite, Ze je krdsné a ze se vdm mize nékdy k né¢emu

hodit, at je to slovo nebo véta, at je to myslenka nebo vypravéni a vibec véechno, co

1 Josef Capek: Jak si pejsek s ko¢ickou délali k svatku dort v knize Povidéni o pejskovi a koci¢ce, Albatros,
Praha, 1972
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vidite, Ze se tfpyti jako drahokam. Néktefi hovofi o tom, ze matematika je jako past na
mysSi. Lze to vyjadrit i jinak. Matematika je ocean a toho, kdo se na néj jednou odvazi, bud’
postihne morskd nemoc, kdyZ s hrlzou pomysli na jeho hloubku a $ifi, nebo se jednou
provzdy zasnoubi s jeho nekonecnymi vodami. Pravé proto je matematika velkym
dobrodruzstvim mysleni.

Preji Vam Uspésné studium a dékuji vSem, ktefi upozorni na nedostatky. Zaroven dékuji

jazykovym i tiskaiskym odbornikiim za péci, kterou vénovali vydani tohoto u¢ebniho textu.

Jan Coufal
Praha, duben 2014
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KAPITOLA 1: UVOD

Mily ¢tendri, pokud si myslis, Ze na tebe ¢eka milostny pribéh, nebyl jsi nikdy
na vétsim omylu. Olekavas city, poezii, fantazii? Nadéji, vasen, draZdivost a
melodrama? Radé&ji své nadéje pokorné zkrot. Ofekdva té cosi skutecného,
chladného a solidniho, néco tak neromantického jako pondélni réno, kdy
vsichni, kdo musi pracovat, se probouzeji s védomim, Ze je tfeba vstat, a pak
také vstanou.

(Charlotte Brontéovéa — Predehra k Shirley)

Uvod kazdé publikace by mél byt jako spravna minisukné, tj. kratky, plny pfislibd, a prece
cudné zdrzenlivy. Nase situace je slozitéjsi, proto bude Uvod trochu delsi (a snad ne
nezajimavy). Podivné misto je svét, ve kterém Zijeme. Spojenim neznamych ¢&initelG
prirody byl vytvofen myslici tvor, Clovék, ktery je schopen se tazat, co znamenaji véci
kolem né&j a jaky je jejich smysl. Jeho télesné i dusevni vlastnosti se neustale méni, stejné
jako jeho okoli. Od rGzového jitra, ozareného paprsky vychazejiciho slunce, az do pozdniho
vecera, kdy na temnicim se nebi vytryskavaji svétla dalekych hvézd, neslysitelny tok ¢asu
se nezastavi a neda se ni¢im zabrzdit. Nékdy liné klesti svou cestu mezi brehy Zivota, jindy
zase zrychli sv{j tok a &ilenym chvatem strhavéa vse do zavratnych hlubin. Je to nas vlastni,
osobni Cas, kterym Zijeme, jenz zabarvuje svérazné kazdé déni, ktery se ale nehodi pro

nezaujaty pohled na svét.

Uvod

V této kapitole uvedeme zdroje vzniku logiky a zvlasté matematiky, jejich postaveni mezi
jednotlivymi naukami. Rovnéz se budeme kratce zabyvat stéZzejnim pojmem matematiky,
kterym je mnoZina. Déle se budeme vénovat zakladnim symbolim, které vyjadfuji vztah

mezi prvkem a mnozinou.

1.1 O matematice a logice

Zminime vénovat nékteré aspekty historie mysleni, které podle naseho nazoru nejvice
ovlivnily soucasnou tvar matematiky a logiky. Marné hleddme kolem sebe nemeénici se
absolutno. V odlesku této vécnosti budovali lidé sva nabozenstvi a v jejich strnulosti se
domnivali vidét vécnost, po které touzili. Tok ¢asu tim nezastavili. Pro néj neplatil zadny
lidsky zakon a predpis. Zatimco plynul, ménily se nejpevnéjsi lidské vytvory v prach a
rozplynuly se vniveC. Nejen vytvory myslenek lidského ducha jsou tak rychle a snadno
prechodné, nybrz i celé nase okoli, roviny i hory, lesy, feky a oblaka, vSe se méni, stfida a
na velkém jevisti Zivota nenf nic stalého. Vody de&td unikaji do more, vyparuji se v oblaka,
ze kterych se dést znovu vraci k zemi. Hory se zmens$uji, vodni pfivaly nesou pisek a
balvany, kterymi zaplfiuji morské dno, a kolobéh se opakuje. Nejméné tficettisickrat

béhem minulych geologickych dob se prelily oceany v nebe a zase zpét. Bylo rozpusténo
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témér vsSe bylo, co nyni déld moFskou vodu slanou a horkou. Soubézné probihal vyvoj
tvorstva na zemi. Ale jak podivné! Nemluvime ani o dobach nejprimitivnéjsiho Zivota, kdy
mofre bylo jeho kolébkou, v niz se dély véci, které asi nikdy nepochopime. Zda se nam, ze
priroda je velkym a marnotratnym experimentatorem, ktery ma neskonale mnoho
prostfedkd k dispozici a hyti rlznymi pokusy, nebot jak jinak bychom si mohli vysvétlit
velkou zménu v rliznych tvorech, kterd se odehravala od okamziku, kdy se na zemi objevil
Zivot? Prepodivné pokusy ¢inila pfiroda béhem t¥ set miliond let, neZ kone&né stvorila
gigantickou rasu dinosaurl, kterou vSak nechala nadhle zahynout b&hem kratké doby.
Dal$ich sto miliond let tvofila druh savce, mamuta, pred kterym by vyhlizel velky slon jako
trpaslik. Ani s timto tvorem se nespokojila, nemluvé ani o velkém mnozstvi riznych jinych,
ktefi vSichni zmizeli a ucinili misto poslednimu pokusu - Clovéku. Jak se pfirodé tento
posledni pokus podaril & jak je s nim spokojena, nemzeme dobre Fici. Nékdy se vSak zda,
Ze zacina s nim ztracet trpélivost, a vime, Ze jeji moc je tak znacna, Ze az prilis snadno by
ho mohla odkazat do minulosti, jako sva ostatni drivéjsi dila. Pozorujeme-li totiz ¢lovéka,
zjistujeme, Ze témér vée je v ném paradoxni. Zajisti-li se nékomu blahobyt k tomu, aby se
mohl vé&novat tviréi praci, tak tento ¢&lovék zlenivi. Dosahne-li dobyvatel vitézstvi,
zpohodIni. Zbohatne-li stédry clovék, stane se skrblikem. Nezalezi na politickych
doktrinach, které chtéji prispét k rozvoji Clovéka, nevime-li, jaky typ Clovéka se zrodi?
Jediny slaboucky Bernard Bolzano ma vétsi vahu nezZ kdovikolik UspéSnych bezejmennych.
Je zajimavé sledovat myslenkovy vyvoj lidstva a jeho mé&nici se ndzory na riizné zajimavé
problémy. Néktefi hovofi o tom, Zze matematika a logika jsou jako past na mysi. Lze to
vyjadrit i jinak. Matematika a logika je ocean a toho, kdo se na néj jednou odvazi, bud’
postihne moFska nemoc a s hrtizou pomysli na jeho hloubku a &ifi, nebo jednou provzdy
se zasnoubi s jeho nekone¢nymi vodami. Byli jsme vedeni k predstavé véci nekonecné
zadzraéné&jsich neZ predstavy basnikl a snilkd minulosti. Ukazuje to, Ze imaginace pfirody
je mnohem, mnohem vétsi nez imaginace ¢lovéka. Napriklad o kolik pozoruhodnéjsi je pro
nas to, ze jsme pripoutani vlivem zahadné pritazlivosti k otacejici se kouli - polovina z nas
vzhdru nohama - ktera si miliardy let pluje prostorem, nez ptedstava, Ze jsme neseni na
hrbetu slona nadnaseného zelvou plovouci v bezedném mofi. Pravé proto je matematika
velkym dobrodruzstvim mysleni. Slovo matematika je odvozeno z feckych slov
uabnuarikoc (¢ti mathématikds), které znamend milujici poznani, a yaénua (¢ti mathéma),
které vyjadruje védu, prip. védéni, prip. poznani, je véda zabyvajici se z formalniho
hlediska kvantitou, strukturou, prostorem a zménou. Mezi jinymi védami se vyznacuje
nejvyssi mirou abstrakce a presnosti. Diky témto vlastnostem je matematika cCasto
oznacovana za "kralovnu véd". V jeji historii se zrcadli mnohé z nejhlubsich myslenek
bezpoctu generaci lidstva. Matematika byla ovlivnéna zemédélstvim, obchodem i vyrobou
zbozi, technikou a filosofii, podobné jako fyzikou a astronomii. Vliv hydrodynamiky na teorii

funkci, Kantova uceni a zemémériCstvi na geometrii, elektromagnetismu na teorii
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diferencidlnich rovnic, kartezianstvi na mechaniku a scholastiky na infinitezimalni pocet
(jde o spolecné oznaceni pro diferencialni a integrdlni pocet) je nejen nepopiratelny, ale i
urcujici. Kdo chce proniknout do matematiky hloubé&ji, musi putovat za velkymi mistry a z
jejich spisl poznat postup pFi badani v matematice. Kdo se chce dostat az sem, potfebuje,
aby mél urcity prehled, ktery ziska v ucebnicich a prehledech.

Kazda doba nazird na minulost svym zplsobem a hleda v ni predevsim odpovéd na vlastni
soucasné otazky. Vlastné lze Fici, ze nejen historia magistra vitae (tj. historie ucitelka
zivota), ale také vita magistra historiae (tj. zivot uditel historie).

Faktografie mUze byt sice zajimava p¥i popisu geologickych vrstev ve stfednich Cechéach &i
toku Orlice nebo takovych rostlinnych druhd, jeZ trvaji nebo poklidné teou, ale nepovi nic
o tématu tak proménlivém a neklidném, jako je matematika. Soupis dat nestaci a mezi
mnoha Fekami se miZe nédhle vyskytnout jedna, kterd (tfeba nepomérné kratsi) vykona
vice svymi vlivy, o néZ tu predev&im jde. A proto je nutné vracet se k pramenim, zkoumat
slozeni vody a jeji specifické vlastnosti, proto je nutné odvazit se pod hladinu, ktera jako
vSechny hladiny obrazi skuteCnost, ale ktera — a proto je nutné sestoupit do hlubiny -
obrazi tuto skutecnost jinak, zajimavéji a barevnéji a predevsim tak, ze tento odraz je
daleko vérné&j&i. Samoziejmé kazda metafora je pomUckou, kazdé pfirovnani ma své meze
a jednu nohu kratsi. Pfirovndvat se ma véc méné znama k znaméjsi. Vychazeje ze slov
Bertranda Russella, Ze historie svéta je souhrn udalosti, kterym bylo mozZno se vyhnout,
uvedeme velice struCny nastin vyvoje matematiky, ponofime se do hlavniho proudu
(dluzno Fici, Ze autofi t&chto fadk( nevédi o fekach skoro nic, jen ob&as sestoupi do jejich
proudu, aby si zaplavali) a ponékud tendencné pohlédneme pod hladinu. Abychom se vratili
k obrazu feky, budeme hledat proudy rychlé a Cisté vody, které podemilaji o¢i modrookym
holkdm a které jsou plné obrazl. Budeme se vyhybat t&m ¢astem toku, které poznaly
zdanlivé dobrodini regulace, protoze regulace je nuda. Radé&ji nas budou zajimat ty Casti
toku, které rozkolisavaji krajiny, lidi i hvézdnou oblohu.

Historie matematiky saha aZz do pravéku, velky rozvoj prodélala v antickém Recku, kdy
vyraznych Uspéchl dosahla zejména geometrie. V predmluvé ke svému dile o architekture
vypravi Vitruvius tuto priznacnou anekdotu: ,Aristippus philosophus Socraticus, naufragio
cum eiectus ad Rhodiensium litus animadvertisset geometrica schemata descripta,
exclamavisse ad comites ita dicitur: Bene speremus, hominum enim vestigia video."
Prelozme toto misto volné do cestiny, abychom patfri¢né vytkli jeho symbolicky obsah.
Aristippus, Sokratliv Zak nebo stoupenec, byl pti ztroskotani lodi vyvrzen na bieh ostrova
Rhodos. Tam zpozoroval v pisku nakreslené geometrické obrazce, a proto zvolal radostné
ke svym druhlm: ,Budme dobré nadéje, protoZe vidim stopy lidi."

Dalsi etapou prudkého rozvoje matematiky byla renesance, v niz byly ustaveny zaklady
matematické analyzy. Vibec poslednim vyznamnym obdobim d&jin matematiky byl prelom

19. a 20. stoleti, kdy vznikla teorie mnozin a matematicka logika.
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Co tedy musi znat ekonom na vysoké profesionalni Urovni, aby mohl obstat pred skutec¢né
obtiznymi problémy? Matematiku? Urcité mnoho véci z tohoto oboru. Mnohdy smérovala
vyuka pouze k uméni ovladat mechanické znalosti, aniz doslo k jakémukoli pochopeni
matematiky. Abychom vidéli toto nebezpedi plasti¢téji, predstavme si, ze se seznamujeme
s chemii tak, ze se nejprve seznamime s Bunsenovym horakem, pak postupné v laboratori
objevime Fadu zajimavych pfistroju a za¢neme délat pokusy. Zvlddnout aparatury moderni
chemie v laboratofi vyzaduje zrucnost i otevienou hlavu, provadéné pokusy jsou poutavé
a Casto i vzrusujici. Tak se vzdy téSime do laboratore a odchazime z ni nékdy ocouzeni,
vzdy vSak spokojeni. Z toho, co vime o chemii, je ndm jasné, Ze naSe seznamovani s chemii
se minulo cilem, protoze celd laboratof a pokusy v ni jsou jenom nastroj ke zkoumani
vlastnosti, sloZeni, vnitfni stavby a premény latek. Tzn. cilem toho vSeho je dojit k
chemickym rovnicim, vzorcdm atd. a k uméni jich vyuZivat. Jinak bychom méli k chemii
vztah ztélesnény nezapomenutelnym strycem FrantiSkem z Jirotkova Saturnina?:

Byl to podivuhodny &lovi¢ek. Vystfidal pfekvapujici mnoZstvi povoldni z toho divodu, Ze
povazoval za neddstojné, aby nékoho poslouchal. Teta tomu Fikala vrozend hrdost...
Nazor tety, Ze stryc byl védeckym pracovnikem, také neni mozZné vyvrétit. V urcitém
smyslu slova byl cClovékem, ktery objevil celou Fadu chemickych poulek a pravidel
nejriznéjsiho druhu. V$echna tato pravidla uZ pfed nim objevili jini, ale stryc o tom nic
nevédél, a nelze proto jeho zasluhy prehlizet.

ProtoZe chemii vibec nerozumél, byly cesty jeho objev( posety trny a zkropeny potem,
ale tim vétsi byla jeho radost ze ziskani zkusenosti. Nebylo mu Ize upFit sportovniho ducha.
Podobal se ¢lovéku, ktery po zviadnuti malé nasobilky prohlasil svym uéiteldm: ,Dal uz mi
nic nefikejte. Nechci nic slySet o tom, Ze pan Pythagoras, Eudoxus, Euklides, Archimédes
a tak dale, vymyslili to a to. Nepotfebuji tyt z toho, co objevili jini. Dejte mi papir, tuzku a
kruZitko a nechte mne na pokoji. VSak ja na to prijdu sam."

A stryCek opravdu na leccos prisel. Tak napfiklad zjistil pfi pokusu, ktery mél vzrusujici
pribéh, Ze lit vodu do kyseliny je blbost, a vibec mu nevadilo, Ze tento poznatek,
korektnéji vyjadreny, mohl ziskat z ucebnice chemie pro nizsi tfidy skol stfednich, aniz by
si pfitom popalil prsty a zanovni vestu.

Chemie mu byla panenskou pevninou, roztocenym vétrnym zamkem plnym dveFi, které se
otviraly tajemnymi formulemi. Neznal nazvoslovi, ignoroval valenéni koncovky a zZasl, kdyz
mu ve zkumavkach a kfivulich sumély prudké chemické reakce.

Podoben stfedovékému alchymistovi pachtil se za preludem, padal a zase se zvedal, jenZe
na konci jeho cesty nezaril kdmen mudrcd, nybrz ...

Chemickych strycl Franti$k( neni mnoho, nebot neni tak jednoduché opatfit si chemickou

laboratof. Matematickym a logickym strycem FrantiSkem se ¢lovék stane snadnéji, protoze

2 Jirotka, Zdenék, Saturnin, Brno: Lidové noviny, 1942 (Praha: Fr. Borovy, 1943)
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je &im dal tim jednodu&si opatfit si vlastni tuzku a papir nebo zkoumat rtizné matematické
softwarové produkty, a tak predvadét své uméni v neuméni.

Zvite nemlZe obméfovat svou ¢&innost. Nevnimad minulost ani budoucnost, Zije v
pritomnosti, Zije pravé ted. Jeho instinktivni chovani je geneticky napldnovéno. Clovék Zije
v Case. S minulosti ho spojuji vzpominky, k budoucnosti zaméruje své plany a touhy.
Clovék méa pamét, schopnost uchovat ve svém védomi to, co prozil. Dokaze proménit
vCerejsi zazitky z lovu ve zkuSenosti, které zdokonali lov zitfejsi. To je zakladni
mechanismus vyvoje lidstva, jehoZ podstata se nezménila ani po tisiciletich. Pamét ma
také i svou negativni stranku. Uchovava nejen pouceni, ale také bolest a utrpeni. Z nich
vytvari désivé predstavy a strach, kterymi se blokuje a demobilizuje cCinnost. Vydava
Clovéka do rukou osudu jako zabu, ktera je hypnotizovana hadem.

Uvedme basnic¢ku Praktika polského basnika Adama Mickiewicze v prekladu ceského
novinare a publicisty Karla Havlicka Borovského:

~Nac¢ budu potifebovat," ptalo se pachole,

Jtfirohy,® ¢tverouhle,* kola,> parabole?" -

,Ze potfebné," di mudrec, ,musié nyni vérit,

nac jsou potfebné, poznas, aZz svét zacnes mérit."

Autor jedné z nejoriginalnéjsich filosofickych koncepci 20. stoleti A. N. Whitehead napsal:
~Prvni Clovék, ktery si vsiml analogie mezi skupinou sedmi ryb a skupinou sedmi dni, udélal
pozoruhodny krok v déjinach mysleni. Byl prvnim Clovékem, ktery uvaZoval o pojmu
patricim do Cisté matematiky." Rovnéz nikdy nikdo nenakreslil kruznici ¢i bod. VSechny
geometrické pojmy jsou idealizovany, jsou absolutné dokonalé, proto nerealné.
Matematika by bez abstrakce, idealizace a fantazie nikdy neexistovala. Domnivat se, ze
fantazii potfebuje pouze umélec, je hluboky omyl.

PatFi k vlastnostem ¢lovéka, ze vSe podrobuje Uvaham a vynaklada trvalé Usili, aby vsemu
prisel na kloub. Bylo tomu tak zifejmé odjakziva. Neni predmétu, ktery by usel lidské
pozornosti a zvidavosti. K uréitym otazkam se vSak jesté pripojuje citovy prizvuk, a to
hlavné k t&m, jeZ se jakymkoli zplisobem vztahuji k lidské cest& hlubinami vé&kd. Pro ty,
kteFi neznaji matematiku, je sloZité dostat se k takovym pocitim jako je krasa, nejhlubsi
krasa pfirody... Pokud se chcete néco dozvédét o prirodé, ocerfovat prirodu, je nutné
rozumeét jazyku, kterym mluvi.

Prvni zfetelné a jasné prirovnani matematiky k jazyku védy vyslovil, jak se zda, Galileo
Galilei: ,Filosofie svéta je obsaZena v grandiozni knize stale oteviené vsem a kazdému -
myslim tim knihu pfirody. Porozumét ji véak mizZe jen ten, kdo se naudi jejimu jazyku a

pismu, jimz je napsana. Napsana je jazykem matematiky a jejim pismem jsou matematické

3 Tj. trojuhelniky.
4 Tj. Ctyfuhelniky.
5 Tj. kruznice ¢i kruhy.
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vzorce." Smysl tohoto Galileiho pfirovnani je samozfejmé hlubsi. Bez matematiky by
mnohé technické i nau¢né objevy nebyly mozné.

GalileGv basnicky pHmé&r plati svym zplsobem stéle (i pfes odstup &tyf stoleti). Jeden z
nejvétsich fyzikd 20. stol. Werner Heisenberg charakterizoval postaveni matematiky v
soucasné fyzice velmi podobné: ,Pdvodnim, prvotnim jazykem, ktery vznika v procesu
védeckého osvojovani faktd, je obvykle pro fyziku jazyk matematiky, zviasté pak
matematické schéma, které fyzikdm dovoluje predvidat vysledky budoucich experimenti."
Podobné v ekonomii oznadil Irving Fisher® knihu Williama Stanleye Jevonse The Theory of
Political Ekonomy za zacatek matematickych metod v ekonomii. William Stanley Jevons’
se vyjadril: It is clear that Economics, if it is to be a science at all, must be a mathematical
science. Mosselmans® mj. napsal: ...Jevons was not a precursor of logical positivism despite
his attempt to build up a unified science. His mechanical reductionism was directed towards
this project, and Jevons tried to found mathematics on logic through the development of a
theory of number. ... his attempts were unsuccessful, and ... his errors remain visible
within the totality of his mechanical system, including his economics. ... Although Jevons
did not succeed in establishing a unified science, his flawed methodology resulted in one
of the first applications of statistics to the social sciences.

Kepler mohl odvodit z pozorovani, ktera udélal Tycho Brahe, své zakony o pohybu planet
pouze z ddvodu, ¥e uZ 2000 let pred nim vypracovali Fecti matematici teorii kuZzelosecek.
Newton mohl vybudovat svou nebeskou mechaniku pouze tehdy, kdyz uz byly polozeny
zaklady diferencialniho a integralniho poctu.

Pro vyjadreni a sdéleni myslenek si lidstvo vytvofilo genialni prostfedek - Zivou fec a jeji
pisemnou podobu. Re¢ se véak méni. Pfizplsobuje se podminkdm Zivota, obohacuje svou
slovni zasobu, vytvari nové prostiedky pro vyjadieni nejjemné&jdich odstini myslenek. Ale
zaroven se ukazuje i jako nedostate¢na. V rlznych oblastech lidské &innosti tak vznikaji
vlastni jazyky, Uceln& ptizplsobené presnému, vystiznému a kratkému vyjadreni
myslenek, specifickych pro prislusny obor lidské cinnosti. PFi praci na zhotoveni nového
vyrobku se uZ nespokojujeme se slovnim popisem, ale pro zptesnéni rozmérd, tvaru a
dal&ich detailG uzivdme i vykresu - tedy informace sdélené jakymsi jazykem konstruké&nim.
Takovy jazyk nesmi pFipustit nejednotné ¢teni, musi ndzorné predat cely komplex informaci
nezbytnych k Uspésnému vykonani prace. Zminéna forma sdéleni je samoziejmé
nesrovnatelné vhodnéjsi nez obyéejny slovni popis, vzdyt slovni vyjadfeni jen trochu
slozZitéjsi konstrukce by bylo natolik téZkopadné a neohrabané, ze by ztratilo prehlednost i

pro samotného autora. Grafické zadani precCte kterykoli specialista, i kdyz tfeba nebude

6 Fisher, Irving, Mathematical Investigations in the Theory of Value and Prices, Appendix 111, The Utility and
History of Mathematical Method in Economics, 1892, s. 109.

7 Jevons, William Stanley, The Theory of Political Economy, London: Macmillan and Co., 1871.

8 B. Mosselmans, William Stanley Jevons and the extent of meaning in logic and economics, Hist. Philos. Logic
19 (2) (1998), s. 83-99.
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rozumét jazyku slovniho komentéafe. Vzdyt nejen sou¢asnd matematika, ale také vznik a
vyvoj poéditacl by nebyly myslitelné bez uréité kultury mysleni. Tato kultura se vyvijela a
péstovala dlouho pred vznikem prvniho pocitace. Ve védé je jasnost a presnost formulaci
bytostn& ddleZitd. Jazyk védy nesmi obsahovat 7adné nepfesnosti nebo dovolit dvoji
vyklad. Jinak by nemohla véda existovat jako systém poznatk(, nemohla by byt budovana
na jistoté presnych a jednoduchych tvrzeni, pfedpokladd a Uvah. Stejné tak je nutné
predem rozmyslet vSechny mozné zavéry a neztratit ze zretele ty, kterym se vyzkum dosud
nevénoval. Védecky vyklad musi byt kratky a vécny, naprosto konkrétni. Pravé proto je
nauka nucena si vypracovat vlastni jazyk, schopny maximalné respektovat tuto specifiku.
Co je to matematika? Uplny laik si pod slovem matematika predstavuje sloupce Cisel,
mnozstvi tabulek logaritmickych, Grokovacich & pojistovacich i soubord nejrliznéjsich
statistickych dat apod. ZkusSenéjsi pozorovatel ma zase tendenci porovnavat matematiku
a hromadu jejich vzorcl a vzore¢kd s mlynkem na kavu. Vhodi§ do né&j nékolik udajl,
chvilku tocis klikou a dole vypadne zadany vysledek... Tim vSim matematika neni. Vzorecky
jsou prostredkem, nikoli cilem. Jsou ztélesnénim hospodarnosti mysleni a slouzi k tomu,
abychom nemuseli vzdy znovu a znovu opakovat vSechny Uvahy ,od Adama". Ani zadna
hra vzorcl a vzoreckl, ani Zadny mlynek na kdvu nemiZe nahradit tvdréi c&innost
schopného lidského mozku. Smysl matematiky je v hledani a odvozovani platnych vét
povolenymi logickymi Gvahami z danych fakt(, které samy o sobé& jsou nedokazatelné.
Axiomy, ze kterych vychazime, bereme z kazdodenni zkudenosti, z empirickych poznatkd,
nebo také cCasto také jen z cisté fiktivnich uavah... Cilem je vytvofit uzavieny systém
navzajem si neodporujicich vét. Poznamenejme, ze matematické symboly nejen
nenechavaji prostor nepfesnym vyjadienim nebo mlhavym vykladdm, ale ¢asto dovoluji i
takové zjednodudeni logickych postupl a Gvah, které vede mnohem rychleji a ptimé&ji k
vysledku. Navic spolehlivost matematickych vét je predevéim dlsledkem metody, kterou
se matematické véty dokazuji.

Ukazeme to na jednoduchém pfikladu - na Uloze, kterd formalné vede k reSeni soustavy
linedrnich rovnic. Pomoci algebraické symboliky se takova soustava fesi velmi snadno, neni
tfeba zadnych specialnich Uvah. Ty jsou jednou provzdy pro vSechny takové soustavy
rovnic hotové. Aplikace standardnich pravidel tak dovoluje bez jakychkoli principidlnich
obtizi dovést reseni kazdé takové uUlohy do konce. A ted si predstavme, ze k reseni
nebudeme smét pouzivat jazyk matematickych symboll. V takové situaci jsou napf. ti, kdo
umeéji reSit algebraické Ulohy pouze prostifedky tzv. elementarni matematiky. To
samoziejmé vede ke znacnym a zcela zbyte¢nym komplikacim. Kazda uloha se v takovém
pripadé stava zvlastnim problémem a je pro ni nutno vypracovat zvlastni systém
rozhodovani. I nejjednodussi vypocet si najednou vyzaduje znacné intelektualni vypéti.

Srovname-li potom, jak jednoduse umozfuje fesit slozité aritmetické Ukoly i ta nejprostsi
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algebraickd symbolika, vyvstane pred nami pfinos matematiky ve zcela novém svétle -
jako pfinos nauce, ekonomii i nejrizn&j$im technickym a pfirodové&dnym oborim.

Lze fici, ze pro matematiku je charakteristicka jeji systematicnost, ale také je velmi
dilezitd hospoddrnost i obsaZnost jejiho vyjadifovani. Matematickd symbolika umoziiuje
zjednodusit zapis informaci, zpfehlednit jej a vhodné pFizplsobit dal$imu zpracovani. V
rozvoji takovych formalizovanych zapist se pired neddvnem objevil novy smér - je spjat s
vypocetni technikou a jejim vyuzitim v nejrlizné&jsich oblastech lidské ¢innosti. Se strojem
je nutno , hovofit", komunikovat, stroji je tfeba predem uréit zplsoby rozhodovani ve véech
v Uvahu prichazejicich situacich tak, aby mohl urcit v danych podminkach nejspravnéjsi
postup. Stroj bézné feli nerozumi. Je tfeba s nim ,rozmlouvat® jazykem jemu
srozumitelnym - tj. jazykem prfesnym, jednoznaénym, neobsahujicim zadnou
nedostate¢nou nebo nadbyte¢nou informaci. Dnes se uziva celé fady jazykovych systémd,
jejichz prostfednictvim stroje sdélované informace pfijimaji, jednoznacné a spolehlivé s
nimi pracuji. To je také jedno z tajemstvi rychlosti po¢itacd, schopnosti snadno zvladdnout
i nejnaro¢néjsi numerické a logické operace. Za tisicileti své existence prosla matematika
velkou a slozitou cestou, béhem niz se nejednou zménil jeji charakter, obsah a styl vykladu.
Z primitivniho obratného poditani s kaminky na pocitadle a od jednoduchych zédznam{ na
vrubovkach vyrostla matematika dnes v rozsahlou védni disciplinu s vlastnim prfedmétem
zkoumani a se specifickou metodikou. Vypracovala si vlastni jazyk, velmi presny a
ekonomicky, neobycejné efektivni nejen pro matematiku samu, ale i pro cetné oblasti
matematickych aplikaci. Uvedme jesté vyjadreni ruského matematika Pafnutije Lvovice
CebySeva: Matematika vznikla a rozvijela se vliivem v§eobecného zékladniho Ukolu veskeré
lidské ¢&innosti — pouZivat existujicich prostfedkd k dosaZeni nejvétsiho uZitku.

Kazda véda (tedy i ekonomie) nas nuti, abychom definovali nové pojmy i vytvorili nové
teorie. Jejich cilem je strhnout st&nu rozpord, kterd ¢asto tarasi cestu védeckému pokroku.
Zde je role matematiky i logiky nezastupitelna. VSechny podstatné myslenky v libovolné
védé se zrodily z dramatické srazky mezi realitou a nasim Usilim tuto realitu pochopit -
objevi se problém, jehoz resSeni vyzaduje novych zdsad. S novou teorii se snazime nalézt
svou cestu bludi§tém pozorovanych faktl a usporddat a pochopit svét svych smyslovych
dojm0. Zadddme, aby pozorovana fakta logicky vyplyvala z naseho obrazu skute¢nosti. Bez
viry, Zze je mozno postihnout skutec¢nost nasimi teoretickymi konstrukcemi, bez viry ve
vnitini harmonii naseho svéta by nebylo védy. Tato vira je a vzdy zlstane zakladnim
motivem vSeho védeckého tvoreni. Ve vSem nasem Usili, v kazdém dramatickém zapoleni
mezi starymi a novymi nazory poznavame vécnou snahu o porozumeéni, vé¢nou a pevnou
viru v harmonii naseho svéta, ktera stale sili rostoucimi obtiZzemi, jez se stavéji v cestu
nasi chapavosti. V pocatcich vSech védeckych pozorovani jsme pfi hledani rozumného
vysvétleni jev( vystadili s pouhou intuici, zaloZzenou opravdu jen na prosté zku$enosti s

vSednimi objekty. Ale jak se snazime vypracovat lepsi popis nasi zkusenosti, ktera zacina
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zahrnovat stale irsi rozsah jevl, prestavaji byt nade vysvétleni jednoduchd a stavaiji se
tim, co nazyvame zakony. Casto se zda, Ze jsou &im dal nerozumnéijsi a stale vice vzdalené
od toho, co povazujeme za zfejmé. Kazdy Clovék obdrzi kli¢ od nebeské brany. Tentyz kli¢
vSak také odemyka branu pekel. Souhlasi to se zavérem, ke kterému dosla soucasna véda,
ze i v prirodnich védach Ize védecké teorie toliko vyvratit, nikoliv potvrdit. Dnes jiz zesnuly
filosof prirodnich a socidlnich v&d rakouského ptivodu Sir Karl Raimund Popper, ktery byva
s timto nazorem spojovan, napsal: ,Véda neni systémem jistych, dobfe zavedenych,
tvrzeni... Nase véda neni znalost (episteme); nemdzZe nikdy prohlasovat, Ze dosahla
pravdy, & ndhraZzky za tuto, jako je pravdépodobnost... Neznédme, mGZeme toliko hddat.®
Kdyz védec nezna odpovéd na problém, Zije v nevédomosti. Kdyz vysledek tusi, zije v
nejistoté. A kdyz ma proklaté velkou jistotu o charakteru vysledku, jesté porad ho hlodaji
néjaké pochybnosti. Zjistili jsme, Ze pro dosazeni pokroku to ma ohromny vyznam. Musime
uznat nasi ignoranci a ponechat prostor pochybam. Védecké poznatky jsou souborem
tvrzeni pronesenych s rlznym stupném jistoty — nékterd tvrzeni jsou naprosto nejistd,

néktera skoro jista, ale zZadna nejsou jista absolutné.

1.2 Mnoziny

Matematické objekty maji vesmés abstraktni charakter (at jiz jde o &isla, zobrazeni, funkce,
operace, relace, plochy, struktury, pfip. néco jiného) a zakladnim pozadavkem je tedy
spravné rozumeét jazyku, jimz matematika o téchto objektech hovori. Jazyk matematiky v
sobé sdruzuje prostiedky potfebné pro zavadéni a popis vlastnosti matematickych objektt
a je vysledkem dlouhodobého vyvoje. Dnes je mozné o jazyce matematiky Fici, ze jde o
mnozinové logicky jazyk matematiky. Jak tato véta napovida, zakladnim matematickym
pojmem je mnoZina. Jde o prvotni ¢ primarni pojem, tudiz jej nemdZeme definovat. Mlze
jej vymezit filosofie matematiky.

Nyni pfistoupime k samotné limité funkce.

Definice
Mnozina

Mnozina je souhrn objektl uréitych vlastnosti, které chapeme jako celek.

Uvedeny popis pojmu mnozina neni mozné pokladat za jeji definici. Poznamenejme, ze
mnozinu také nelze definovat v néjakém bézném smyslu v elementarni logice. Dale si
vSimnéme, Ze v této filosofické definici slovo souhrn nahrazuje slovo mnozina. Objekty
mnoziny se nazyvaji prvky mnoziny. Charakterizujici vlastnost mnoziny je, ze je

jednoznacné urcena svymi prvky (ale nevsima si jejich pofadi ani zadné dalsi struktury).
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V matematice existuje abstraktni teorie mnozin, zkoumajici mnoziny z formalniho
hlediska.® Zakladatel teorie mnozin Georg Cantor se vyjadFil: MnoZina je souhrn objektd,
které jsou presné urené a rozlisitelné a tvori soucast svéta nasich predstav a myslenek;
tyto objekty nazyvame prvky mnoziny.

V nadich Gvahach se omezime na mnoZiny, které obsahuji rdzné typy Cisel, ptip. s nimi
souvisi. Postavime se na pozici tzv. naivni teorie mnoZin. 1 ptes pouzité slGvko naivni, které
ma v pripadé matematické teorie trochu hanlivy nadech, je Cantorova teorie naprosto
dostacujici jako mnozinovy zaklad pro vétsinu ostatnich matematickych disciplin a bylo v
ni dosazeno mnoha vynikajicich vysledkd v oblasti zkoumani vlastnosti nekonecnych
mnozin, coz byla ostatné hlavni Cantorova motivace pro jeji vytvoreni. Problémy nastavaji
teprve ve chvili, kdy se naivni teorie mnozin pokousi pracovat s, pfilis velkymi* mnozinami.
Pro nas bude stacit si uvédomovat, Ze ve vytvareni mnozin jsou jisté meze.

Uvedme néktera zdkladni znaceni:

a) Mnoziny budeme oznacovat velkymi pismeny latinské abecedy 4,B.C,...,Z,
pripadné s indexy. Pro nékteré mnoziny (specialné ciselné) vyhradime specialni
pismena.

b) Prvky mnozin budeme oznacovat malymi pismeny latinské abecedy a,b,c,...,z,
pripadné s indexy.

c) Pripoustime mnozinu, kterd neobsahuje zadné prvky, nazyva se prazdnd mnozina
a znaci se symbolem 0.

d) Symbolem a € A oznacime tvrzeni: d je prvek mnoZiny A .

e) Symbolem a ¢ A oznadime tvrzeni: 4 neni prvek mnoZiny A .

f) Jestlize A je konecnd mnozina obsahujici pravé prvky &,4,,...d,, potom tuto

skutecnost zapisujeme A={a1,a2,...,an}, tzn. mnozinu A zapiSeme vydtem
prvkdy.

g) Jsou-li A a B mnoziny, potom mnozina 4 je rovha mnoziné B (a oznadime
A= B) pravé tehdy, jestlize mnoziny A a B maji stejné prvky. V opaéném
pfipadé jde o rdzné mnoziny A a B, tuto skute¢nost budeme zapisovat A# B.

Tvrzeni A je neprdzdnd mnoZina nebo zapis A#0, znamena, Z2e mnozina A obsahuje

alespon jeden prvek.

° Amir D. Aczel: Die Natur der Unendlichkeit - Mathematik, Kabbala und das Geheimnis des Aleph. Rowohlt,
Reinbek bei Hamburg 2002.

Joseph W. Dauben: Georg Cantor. His Mathematics and Philosophy of the Infinite. Harvard University Press,
Cambridge, Mass. [u.a.] 1979.
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Jsou-li a a b prvky, potom { a, b}Z{ b, d}, tj. nezélezi na pofadi zapisu prvki a a b

Vv mnoziné. Mnozina {a, b} je neusporfaddana dvojice prvki a a b. Napf. pro pfirozena

isla 1 a 3 urdité plati { L 3}2{ 3 1}2{ L1 3 3}.

Shrnuti kapitoly
V této kapitole jsme se v&novali historickym aspektdm vzniku i rozvoje matematiky.
Déle jsme se v&novali mnozindm, znaéeni mnozin, jejich prvkd a elementarnim symbolim

pro mnoziny a prvky mnozin.
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