4. kapitola — Matice a soustavy linearnich rovnic

Uvod

V této kapitole uvedeme aritmetické vektory a operace s nimi, dale linearni zavislost i
nezavislost vektord. Tyto pojmy a souvislosti pouZijeme u matic, pro které uvedeme
jejich hodnost i uréeni hodnosti matice pfevodem na matici v Gaussové tvaru. Vrcholem
naseho snaZeni v této Casti ucebniho textu bude feSeni soustav linedrnich rovnic
Gaussovou elimina¢ni metodou (u soustav linearnich rovnic, které maji pravé jedno

reSeni uvedeme i Jordanovu elimina¢ni metodu).

4.1 Aritmetické vektory

Definice (aritmetického vektoru a aritmetického vektorového prostoru).

(@) Je-li r kladné realné cislo, potom r -rozmérny aritmeticky vektor je usporadana
r -tice redlnych ¢E&isel §=(al, a,, 8, .., ar), pficemz pro i=1 2, .., r i-t3
souradnice aritmetického vektoru a je rediné cCislo a;.

(b) MnozZina vsech r-rozmérnych aritmetickych vektord je r-rozmérny aritmeticky

vektorovy prostor a znaci se V, .

Aritmetické vektory slouZi nejen k zdznamu fyzikalnich jevl, ale také k zdznamu
informaci napf. o podniku, Ize zaznamenat jako prvni soufradnici pfijem podniku za urcity
meésic, druha souradnice vydaje za prislusny mésic, tfeti souradnice pocet odpracovanych
hodin v tomtéz mésici, ¢tvrtd soufadnice mize predstavovat spotfebu energie v tomto

¢asovém obdobi atd.

Protoze aritmetické vektory z V, jsou usporddané r -tice redlnych cCisel musi pro tyto
vektory platit: Jestlize §=(al, a,, ag, ... ar) a Bz(bl, b,, by, .., br) jsou vektory z

V,, potom a=b pravé tehdy, jestlize pro véechna i= 1, 2, .., r je a, =b,, tj. dva

vektory se rovnaji pravé tehdy jestlize maji stejné odpovidajici souradnice.

Definice (souctu vektor( a redlného nasobku vektoru).

ozsifené E:(al, a,, ag, . ar) a Ez(bl, b,, b;, ..., br) jsou vektory z V, a k je
realné cislo, potom

(a) soucet vektort @ a b je vektor §+5:(a1+b1, a,+b,, a;+b,, ..., a, +br) a

(b) k —ndsobek vektoru a je vektor k-§=(k-a1, k-a,, k-as, .., k-ar).

Lze scitat pouze vektory, které maji stejny pocet soufadnic, tj. patfi do stejného
vektorového prostoru V, . Vektory tedy scitame tak, ze seCteme odpovidajici souradnice

vektorl. ProtoZe soufadnice jsou redlnad &isla, plati pro né komutativni zakon, tudiz i




soucet aritmetickych vektord je komutativni, tj. a+b=b+1a. Redlnym cislem nasobime

vektor tak, ze timto Cislem vynasobime vsechny souradnice vektoru.

RESENE PRIKLADY

Priklad & 1

Méjme vektory 52(1,—2, 3, 5, O) a 5:(2, 2,-3,-1, 5). Uréime vektory §+5, 3-a, 2.b

a(-2)-a+3b.

Reseni

Vektory a=(1-2, 3, 5,0) a b=(2 2-3-1 5) jsou vektory z V,, protofe maji 5

soufadnic. Operace @+b i operace (—2)-a+3-b jsou definovany, nebot jde o vektory

2 tého? vektorového prostoru. Plati

a+b=[-2 3 5 0)+(2 2-3-1 5)=(1+2-2+2, 3-3, 5-1, 0+5)=(3, 0, 0, 4, 5),

3.a=3-(L-2, 3,5, 0)=(3-1, 3-(-2), 3-3, 35, 3-0)=(3-6, 9, 15, 0),

2.b=2-(2, 2-3-1, 5)=(2-2, 2.2, 2(-3), 2-(-1), 2-5)=(4, 4-6,-2, 10)

(-2)-a+3-b=(-2)-1L-2, 3, 5 0)+3:(2, 2-3-1, 5)=
=(-21+3-22-(-2)+3-22-3+3-(-3)-2-5+3-(-1)-2-0+3-5)=

= (4, 10,-15,-13, 15).
PFiklad &. 2

Méjme vektor 52(3,—1, 2, 3). Uréime vektory 0-a, 1-a a (—l)-ﬁ.

Reseni

Vektor @ = (3,—1, 2, 3) je aritmeticky vektor z V,, plati

0-a=(0-3, 0-(-1), 0-2, 0-3)=(0, 0, 0, 0),

1.a=(3 1-(-1), 1.2, 1-3)=3-1 2, 3)=a a

(-1)-a=(-13 -1.(-1), -1.2, -1.3)=(-3, 1-2-3).

Poznamenejme, Ze z pfikladu &. 2 mj. vyplyva: pro libovolny vektor @ z V, plati 1-a=a
a 0-a je rovno vektoru, ktery ma vSechny souradnice nulové.

Definice (nulového a opac¢ného vektoru).

(a) Nulovy vektor ve V, je vektor 0 = (O, 0,0, .., O).
(b) Jestlize a = (al, a,, Az, ..., ar) je vektor z V., potom opacny vektor k vektoru a

je vektor —ﬁz(—al, —a,, =4, ., —ar).

NapfF. vektor 6:(0, O) je nulovy vektor ve V,, vektor 6:(0, 0, 0, 0) je nulovy vektor

veV,, 0= (O, 0,00 0 0) je nulovy vektor ve V.




RESENE PRIKLADY
Priklad €. 3
Uvazujme vektor a = ( 2, -3, 1 7), uré¢ime opacny vektor k vektoru a, tj. vektor —a,
soutty a+(-a), (-a)+a, 0-a,a+0a0+a.

Reseni

Zcela jisté —a =(2, 3-1-7)eV,,

a+(—a)=(—2+2 ~3+3,1-1 7- 7) (0, 0,0 0)=0e
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a+0=(-2+0, 340, 140 7+o)=( 2 31 7)=a a
+a+=(0-20-3 0+1 0+7)=(-2, -3, 1, 7)=1.

Véta (o vlastnostech nulového a opacného vektoru).

Jestlize a je vektor z V., potom

Vlastnost (a) uvadi, Zze nulovy vektor ve V, hraje stejnou roli vzhledem ke s¢iténi vektord
ve V, jako 0 vzhledem ke sc¢itani realnych Cisel. Vlastnost (c) pravi, ze nulovy vektor ve
V, je nulovym ndasobkem jakéhokoli vektoru z V,. Vlastnost (d) ukazuje, Ze opacny

vektor k vektoru a je (—1)—nésobek vektoru a. Ve vlastnosti (e) je uvedeno, je-li —a

opacny vektor k vektoru a, potom vektor a je opacny vektor k vektoru —a, tzn.

vektory @ a —a jsou navzajem opacné vektory.

Definice (linedrni kombinace vektor().

Jestlize a, a,, a,, @, ..., @, jsou vektory zV,,
potom vektor a je linedarni kombinaci vektord a,, a,, a,, .., a,, jestlize existuji

redind Cisla k,, k,, K, ..., k, takova, Ze

Cisla k;, k,, K3, ..., K, jsou koeficienty této linearni kombinace.

RESENE PRIKLADY




Priklad ¢&. 4

M&me vektory a=(3, 11 2), a4 =5 4,32), 3,=3 11 2) a a,=0-2 3 4).
Rozhodneme, zda vektor @ je linedrni kombinaci vektord a,, @, a a,.

Regeni

I ti, ktefi maji Spatny postfeh, pfijdou na to, Ze §=a_2, tudiz §:O-a_l+1-a_2+0-a_3,
proto vektor @ je linedrni kombinaci vektorl @, a, a a,.

Priklad &. 5

Mé&jme vektory a=(0, 0, 0,0), a,=(5 4,3 2), a,=(3 1-1 2) a a,=(1, 2, 3, 4).
Rozhodneme, zda vektor @ je linedrni kombinaci vektord a,, @, a a,.

Reseni

Vektor a je nulovy vektor ve V,, tudiz E:O-a_1+0-a_2+0-a_3, proto vektor a je

linearni kombinaci vektord a, , a,, a, .

Priklad &. 6

Méjme vektory 52(5, 2, 3 1), a_lz(O, 0, 3, 2) a a_zz(O, 0, 0, 5). Rozhodneme, zda
vektor @ je linedrni kombinaci vektord &, a a,.

Reseni

Je-li vektor @ je linedrni kombinaci vektorl @, a a,, potom musi existovat redlna &isla
k, a k, takova, e @ =k, -3, +k,-a,, ti. (5, 2, 3, 1)=k, (0, 0, 3, 2)+k,-(0, 0, 0, 5).
Musi platit

(5,2, 3, 1)=(k,-0+k, -0, k,-0+k,-0, k -3+k,-0, k;-2+k,-5)=(0, 0, 3k,, 2k, +5k, )
Jenze dva vektory se rovnaji, jestlize maji stejné odpovidajici si souradnice, to neni

spln&no ani pro prvni, ani pro druhé soutadnice. Z tohoto divodu vektor @ nenf linedrni

kombinaci vektord &, a a,.

Priklad €. 4 ukazuje, obsahuje-li skupina vektor( vektor @, potom vektor a je linearni

kombinaci této skupiny vektord. Pfiklad &. 5 uvadi, ze nulovy vektor ve V., je linearni

kombinaci jakékoli neprazdné skupiny vektorl z V, .

Definice (linedrni zavislosti a nezavislosti vektor().

Jestlize a,, a,, a,, ..., &, jsou vektory z V., potom
(a) vektory a,, a,, @, .., a, jsou linearné zavislé, jestlize

bud'n=1aa =0,




nebo n>1 a néktery z vektord a,, a,, a,, .., &, Ize vyjadrit jako linearni kombinaci
vektor(d zbyvajicich,

(b) vektory a,, a,, a,, ..., @, jsou linearné nezavislé, jestlize

bud'n=1a a_l # 0 (tj. alespori jedna souradnice vektoru a_1 je riznd od 0),

nebo n>1 a Zadny zvektord a,, a,, a,, .., a, nelze vyjadrit jako linedrni

kombinaci vektor( zbyvajicich.

Poznamenejme, e kazda neprézdna skupina vektorl z V, je bud linedrné zavisla, nebo
linedrné nezavisla. Tedy plati:
(a) jsou-li vektory a,, a,, @, ..., Q, linearné zavislé, potom vektory a,, a,, a,, .., &

n

nejsou linedrné nezavislé,

(b) jsou-li vektory &, a,, @;, .., @, linedrné nezavislé, potom vektory a,, a,, a, ..,

a, nejsou linearné zavisle.

RESENE PRIKLADY
Priklad &. 7
Mé&jme vektory a, =(3, 1-1 2), a,=(5 4,3, 2), a,=(3 1-1, 2) a a,=(1 2, 3, 4).

Rozhodneme, zda vektory a,, a,, a, a a, jsou linearné zavislé nebo nezavislé.
Reseni
Podle pfikladu ¢. 4 vime, ze plati a, =a,, tudiz a, =0-a,+1-a,+0-a, . Vektor a, je

linedrni kombinaci vektorl a,, a, a a,, jeden z vektor( je linedrni kombinaci vektor(

zbyvajicich, proto vektory a_l, a,, a_3 a a, jsou linearné zavisle.
Priklad €. 8
Mé&jme vektory a, =(3, 1-1 2), a,=(5 4,3 2), 3,=(0, 0,0, 0) a a,=(1 2, 3, 4).

Rozhodneme, zda vektory a,, a,, a, a a, jsou linearné zavislé nebo nezavislé.
Reseni
Vektor a, je nulovy vektor ve V,, proto a, =0-a, +0-a, +0-a, . Vektor a, je linearni

kombinaci vektord a,, a, a a,, jeden zvektorl je linedrni kombinaci vektorl

zbyvajicich, proto vektory a,, a,, a; a a, jsou linearné zavisle.

Priklad €. 9




Méjme vektory a_1:(5, 2, 3 1), E:(O, 0, 3, 2) a a_3:(0, 0, 0, 5). Rozhodneme, zda

vektory a,, @, a @, jsou linearné zavislé nebo nezavislé.
Reseni

Z ptikladu &. 6 vime, Ze vektor a, neni linedrni kombinaci vektorl a,, a, .

Vektor a, neni linedrni kombinaci vektorl a, a a,, protoze vektor a, bychom museli

vynasobit 0 (vzhledem k prvnim soufadnicim), ale potom dostdvame spor u tfetich

souradnic.

Vektor a, neni linedrni kombinaci vektorl a, a a,, protoze vektor a, bychom museli

vynasobit 0 (vzhledem k prvnim soufadnicim) a rovnéz vektor a_2 bychom museli
vynasobit 0 (vzhledem ke tfetim soufadnicim).

Zadny z vektord a_l, g, a_3 neni linedrni kombinaci vektord zbyvajicich, tudiz vektory

a,, a,, a, jsou linearné nezavislé.
Pfiklad & 7 ukazuje - obsahuje-li skupina vektort z V, dva stejné vektory, potom je
linedrn& zavisld. Z pkikladu & 8 vyplyvd - obsahuje-li skupina vektord z V, nulovy

vektor, potom je linearné zavisla.

Definice (skalarniho soucinu vektord).

Jestlize a=(a,,a,,a;,.,8,) a b=(b,.b,.b,,....b,) jsou vektory z V., potom skaldrni

soudin vektord a a b je rediné &islo

a-b=a, b +a, b, +a,-b,++a, b =>a-b.
i=1

Skaldrni soudin dvou vektord z V, uréime tak, Zze vynadsobime odpovidajici soufadnice a

souciny secteme. Vysledkem musi byt realné dislo.

RESENE PRIKLADY
Priklad &. 10

Méjme vektory §=(1,—2, 3, 5, O) a b=(2, 2,-3,-1, 5). Urcime skalarni souciny a-b a

b-a.

Reseni

Podle definice skalarniho soucinu dostavame

a-b=[-2 3 5, 0)-(2 2-3-1 5)=1-2+(~2)-2+3-(-3)+5-(~1)+0-5=
=2-4-9-5=-16,




b-a=(2 2-3-1 5)-(1-2 3,5 0)=2-1+2-(-2)+(~3)-3+(~1)-5+5-0=
=2-4-9-5=-16.

Urtité plati a-b=b-a.

Priklad ¢. 11

V divadle se na predstaveni prodalo 120 vstupenek za 100 K¢, 60 vstupenek za 200 K¢,

30 vstupenek za 300 K¢ a 10 vstupenek za 500 K¢. Urc¢ime celkovou trzbu.

Reseni

Tuto Ulohu Ize tesdit rGznymi zplsoby, zvolime tedeni uZitim skaldrniho soucinu, vektor

§=(120, 60, 30, 10) reprezentuje pocet prodanych vstupenek v jednotlivych cenovych
kategoriich, vektor 5:(100, 200, 300, 500) uvadi ceny jednotlivych vstupenek, celkova
trzba je skalarni souin vektord @ a b, 4.

a-b=(120, 60, 30, 10)-(L00, 200, 300, 500)=

=120-100+60-200+ 30-300+10-500 = 38000,
tedy celkova trzba je 38 000 K¢.

4.2 Matice
Definice (matice).
A je matice typu rxs, jestlize A je r-s redinych cisel a; pro i=1 2, ..., r a
j=1 2, ..., s zapsanych ve schématu

A, Ay, i3, a‘lsw

Ay, Ay, Qygy oty Ay

A= A1y gy, Qg vty Qg |,
_arll Ay Qgy arsJ

pricemZ pro prvek a; matice A je i Fadkovy index a | sloupcovy index.

Je-li A je matice typu rxs, potom r uréuje poéet Fddkl a S pocet sloupct matice A.
Je-li a; prvek matice A, potom i uréuje, ve kterém radku matice A je a; (proto jde o
radkovy index), a j urcuje, ve kterém sloupci matice A je a; (proto jde o sloupcovy

index), tzn. i a j uréuji umisténi prvku v matici.

RESENE PRIKLADY
Priklad ¢. 12




1 0, 4 12

Mé&jme matici A=
2, 5 3,15

] Jde o matici typu 2x4. Prvni radek matice je

aritmeticky vektor (1, 0, 4, 12) a druhy radek je aritmeticky vektor (2, 5, 3, 15), tzn.
jde o vektory z V,, tj. polet sloupcd uréuje polet soufadnic. Prvni sloupec je vektor
(1, 2), druhy sloupec (0, 5), treti sloupec (4, 3) a Ctvrty sloupec (12, 15), jde o vektory z

V,, tj. polet Fadkd uréuje poet soufadnic.

Je-li A je matice typu rxs, potom radky matice A jsou aritmetické vektory z V. a

sloupce matice A jsou aritmetické vektory z V, .

Definice (hodnosti matice).

Jestlize A je matice, potom hodnost matice A, kterou oznacime h(A), je maximalni

pocet linedrné nezavislych radkd matice A.

Je-li A je matice typu rxs, potom 0< h(A)S min{r, S}, pricemz h(A):O pravé tehdy,
jestlize matice A je nulova (tj. vSechny prvky matice A jsou 0). Z toho mj. vyplyva,

jestlize alesponi jeden prvek matice A je rlzny od 0, potom h(A)Zl.

RESENE PRIKLADY
Priklad &. 13

Uréime hodnost matice A=

o o o
o o N
o w w
g N e

Reseni

Podle prikladu ¢. 9 jsou fadky matice A, tj. vektory a_1=(5, 2, 3 1), a_zz(O, 0, 3, 2) a
a_3=(0, 0, O, 5) linedrné nezavislé, tudiz h(A)=3.

Pljde ndm o to, abychom matici A prevedli na matici, kterd ma stejnou hodnost a pro

kterou snadno uré¢ime jeji hodnost. Takovou matici pro nas bude matice v Gaussové

tvaru.

Definice (matice v Gaussoveé tvaru).

Matice A je v Gaussové tvaru, jestlize

(a) matice A je nenulova (tj. alespori jeden jeji prvek je rdzny od 0 ),

(b) matice A neobsahuje nulovy radek (tj. v kazdém radku je alespon jeden prvek je

rizny od 0),




(c) prvni nenulové Cislo v libovolném radku matice A je zarover posledni nenulové Cislo

v pfislusném sloupci.

RESENE PRIKLADY
Priklad ¢. 14

1 2, 3 4
Rozhodneme, zda matice A=|0, 0, 5 6] je v Gaussové tvaru.
0, 0, 0 7

Reseni

Matice A je nenulova, protoze obsahuje alesponi jedno nenulové cislo (je splnéna
vlastnost (a)). Matice neobsahuje nulovy radek, protoze kazdy radek obsahuje alespon
jedno nenulové Cdislo (je splnéna vlastnost (b)). Ovéreni prvnich dvou vlastnosti je
jednoduché. Prejdéme k ovéreni Casti (c). Prvni nenulové Cislo v prvnim radku je 1, ale
v prvnim sloupci (ve kterém prvek lezi) jde o posledni nenulové Cislo. Prvni nenulové
Cislo ve druhém radku je 5, ve tfetim sloupci (ve kterém prvek lezi) jde o posledni
nenulové Cislo. Prvni nenulové Cislo ve tretim rfadku je 7, ve ¢tvrtém sloupci (ve kterém
prvek lezi) jde o posledni nenulové Cislo. Matice A je tedy v Gaussové tvaru.

Priklad €. 15

9, 8 7, 6
Rozhodneme, zda matice A=|0, 0, 5 4| je v Gaussoveé tvaru.
0, 0 3 2

Reseni

Matice A je nenulovd, protoze obsahuje alespori jedno nenulové cislo (je splnéna
vlastnost (a)). Matice neobsahuje nulovy rfadek, protoze kazdy radek obsahuje alespon
jedno nenulové Cislo (je splnéna vlastnost (b)). Prejdéme k ovéreni casti (c). Prvni
nenulové dcislo v prvnim fadku je 9, v prvnim sloupci (ve kterém prvek lezi) jde o
posledni nenulové d&islo. Prvni nenulové Cislo ve druhém fadku je 5, ale ve tretim sloupci
(ve kterém prvek lezi) nejde o posledni nenulové Cislo, protoze po nim je jesté Cislo 3.

Tzn. matice A neni v Gaussové tvaru.

Véta (o hodnosti matice v Gaussové tvaru).
Jestlize matice A je v Gaussové tvaru, potom hodnost matice A je rovna poctu vsech

Fféadkd matice A.

Pljde ndm o to, jak matici A prevést na matici v Gaussové tvaru a neztratit dileZité

informace. K tomu potfebujeme pojem ekvivalentni matice.

Definice (ekvivalentnich matic).




Jestlize A je matice typu rxs a B je matice typu txs, potom matice A a B jsou
ekvivalentni a ozna¢ime A ~ B, jestlize jak libovolny fFadek matice A Ize vyjadrit jako
linedrni kombinaci fadkG matice B, tak i libovolny radek matice B Ize vyjadrit jako

linedrni kombinaci Fadkd matice A.

Poznamenejme, ze dvé ekvivalentni matice musi mit stejny pocet sloupcd.

Véta (o hodnosti ekvivalentnich matic).

Jestlize A a B jsou matice takové, Ze A~ B, potom h(A)=h(B).

Jaké Upravy pouzit, aby dvé matice byly ekvivalentni? Na tuto otazku nam odpovi
nasledujici véta.

Véta (o elementarnich Upravach matice).

Jestlize matice B vznikla z matice A nékterou z nasledujicich uprav:
(a) zédménou poradi Fadkda,

(b) vyndsobenim Fadkd nenulovymi redlnymi &isly,

(c) prictenim nasobku nékterého fFadku k jinému radku,

(d) vynechanim radku, ktery je nasobkem jiného radku,

potom A~ B (tudiz i h(A)=h(B)).

RESENE PRIKLADY
Priklad &. 16

1 3, 1 2
Uréime hodnost matice A=|1 1,-1, O
2, 3 0, 1

Reseni
Matici A prevedeme na ekvivalentni matici v Gaussové tvaru, u které snadno urc¢ime
hodnost.

1, 3 1 2| |1 1,-1, O " 1, 1,-1, 0O " 1, -1 0| |1
., 1-1 0(~|2, 3 0, 1|~|0, L, 2, 1|~|0, 1 2, 1|~|0,

o B P
B NP
o O
Il
o

PFfi Upravach matice A jsme pouZzili:

(1) zdménu poradi raddkd - druhy Fadek je prvni, tieti fadek druhy a prvni radek treti (je
vyhodné, aby v prvnim fadku na prvnim misté bylo cislo 1 nebo (—l);

(2) prvni sloupec jsme upravili tak, aby odpovidal matici v Gaussové tvaru, tj. prvni
radek jsme opsali, prvni fadek jsme vynasobili Cislem (— 2) a pricetli k radku
druhému, prvni fadek jsme vynasobili (—1) a pricetli k radku tretimu;

(3) prvni a druhy Fadek jsme opsali, treti fadek jsme vynasobili 3 ;




(4) prvni a druhy radek jsme opsali, druhy rfadek jsme vynasobili (—1) a pricetli ke
tretimu radku.

Vysledna matice B je v Gaussové tvaru (tj. je nenulova, neobsahuje nulovy radek a

prvni nenulové Cislo v jakémkoli fadku je posledni nenulové d&islo v prislusném sloupci),

tudiZ je jeji hodnost rovna poétu Fadkd, tj. h(B):3. Matice A je ekvivalentni matici B,

proto ma i stejnou hodnost, tj. A~ B a z toho vyplyva h(A)=h(B)=3.

Priklad ¢. 17

Uréime hodnost matice A=

IO SR

g ow P
|

o N B

Reseni
Matici A prevedeme na ekvivalentni matici v Gaussove tvaru.
3,-1-1 1-4, 1 1 -4,
@ @ ®f[1,-4, 1
A=|2, 3,-2|~|2, 3,-2|~|0, 11,-4 |~ =B
0, 11,-4
4,-5, 0| |4,-5 0] |0, 11,-4
PFi Upravach matice A jsme pouzili:
(1) druhy a treti radek jsme opsali, druhy fadek jsme vynasobili (—1) a pricetli k prvnimu
radku (abychom na prvnim misté v prvnim fadku meéli 1);
(2) prvni radek jsme opsali, prvni fFadek jsme vynasobili (— 2) a pricetli k Fadku druhému,
prvni Fadek jsme nasobili (— 4) a pricetli k tfetimu radku;
(3) tfeti Fadek jsme vynechali, protoze je shodny s fddkem druhym (miZeme vynechat
Fadek, ktery je linedrni kombinaci fadk{ zbyvajicich).

Vysledna matice B je v Gaussové tvaru, proto h(A)=h(B)=2.

Mame-li rozhodnout, zda vektory a,, a,, a;, .., &, z V, jsou linedrné zavislé nebo

n
nezavislé, Ize zjisfovat, je-li néktery z nich linedrni kombinaci vektorl zbyvajicich. Tato
cesta je pracna i zdlouhava. Daleko jednodussi je zapsat vektory pod sebe do matice A
a urdit jeji hodnost. Jestlize hodnost matice A je mensi neZ pocet vektorl, potom
vektory jsou linedrné zavislé; jestlize hodnost matice A je rovna poctu vektorl, potom

vektory jsou linedrné nezavislé.

RESENE PRIKLADY
Priklad ¢. 18



Rozhodneme, zda vektory a_1:(6, 5, 4), a_Z:(Z, 1,—1) a a_3:(2, 3 6) linedrné zavislé

nebo nezavislé.
Reseni

Vektory a_l, a, a a_3 zapiSeme pod sebe do matice (volime vhodné pofadi Fadkd

vzhledem k Upravédm v prvnim sloupci)

2, 1,-1] |2, -1
()] @2 1-1
A=|6, 5 4|~|0, 2, 7|~ =B.
0, 2, 7
2, 3, 6/ |0, 2, 7

Pouzili jsme:

(1) prvni fadek jsme vynasobili (—3) a pricetli ke druhému tfadku, prvni fadek jsme
nasobili (—1) a pFicetli k Fadku tietimu;

(2) treti radek jsme vynechali, protoze je shodny s fadkem druhym.

Hodnost matice B je 2 (matice B je v Gaussové tvaru), tudiz i hodnost matice A je 2.

Protoze hodnost matice A je mens$i neZ pocet vektord, jsou vektory a_l, a, a a,

linearné zavislé.

Priklad ¢. 19
1 2-1 1
1 0 1-1
Uréime hodnost matice A=
1 4,-2, 3
-1,-3, 1,-2

Reseni

Opét upravime matici A na matici v Gaussové tvaru.

L 2-1 1) L 2-1 1] L 2-1 1] [ 24 1) o
1, 0, 1-1|w0-2 2-2[@0-1 1,-1|®0,-1 1-1|®
- - ~ ~ ~10,-1, 1-1|=B
1 4,-2, 3| |0, 2-1 2| |0, 2-1 2| |0, 0, 1 0
0, 0 1 0
~1,-3, 1,-2| |0,-1, 0,-1| |0,-1, 0,-1| |0, 0,-1, ©

PFi Upravé matice A postupovali takto:

(1) prvni fadek jsme opsali, k druhému radku pfricetli (—1)-nésobek prvniho rfadku, ke
tretimu Fadku pricetli (—l)-nésobek prvniho fadku a ke ctvrtému radku pricteme
prvni;

1

(2) druhy radek jsme vynasobili 5 ;

(3) ke tretimu radku pricteme 2-nasobek druhého a k ctvrtému radku (—1)-nésobek
druhého;

(4) Ctvrty radek je (—1)-nésobek tfetiho, tudiz jej mGZeme vynechat.



Vysledna matice B je v Gaussové tvaru, proto h(A)=h(B)=3.
Priklad €. 20

1, 3 1
V zavislosti na redlném parametru kK uréime hodnost matice A=[0, 1, 2
1 5 Kk
Reseni
Opét upravime matici A na matici v Gaussové tvaru.
1 3 1 1 3 1 1, 3, 1
1) )
A= 0, 1 2|~ O, 1 21~ 0, 1 2/=B
1 5 k 0, 2, k-1 0, 0, k-5

Upravy:

(1) ke tfetimu radku jsme pfricetli (—1)-nésobek prvniho;

(2) ke tretimu radku jsme pricetli (—1) -nasobek druhého.

Je-li kK=5=0 (tj. k=5), je posledni fadek v matici B nulovy vektor, ktery mizeme
vynechat (je nulovym nasobkem kteréhokoli fadku), tudiz h(B)= 2.

Jestlize K—5#0 (tj. k #5), je matice B v Gaussové tvaru, tudiz h(B): 3.

Shrneme-li, potom plati:

jestlize k =5, potom h(A)=h(B)=2,

jestlize k #5 (tj. k € (— 0, 5)u(5, oo)), potom h(A)=h(B)=3.

Priklad ¢&. 21

V zavislosti na redlném parametru K rozhodneme o linearni zavislosti a nezavislosti
vektorf a, = (2, 1-1, 3), a, = (4-6-1, 1), a, =(6,-5, 1, 0) a a, = (8,-4,-3, k).

Reseni

Vektory a,, a,, a,, @, zapiSeme pod sebe do matice, kterou upravime na matici

v Gaussove tvaru. Dostavame

2, 1,-1 3| |2, 1,-1 3| 12, L,-1 1

A 4,-6,-1, 1|®0,-8, 1, -5(@0,-8 1 -1 _B.
6,-5 1 0| [0,-8, 4, -9/ 10, 0, 3 -4
8-4,-3 k| |0,-8, 1 k-12| |0, 0, O, k-7

Upravy:
(1) k druhému radku jsme PpfFicetli (—2)-nésobek prvniho fadku, ke tretimu (—3)-
nasobek prvniho a ke ¢tvrtému (—4)-nasobek prvniho;

(2) ke tietimu i ke ¢tvrtému Fadku jsme pricetli (—1)-nasobek druhého.



Podobné jako v predchazejicim pfikladu dostavame:
jestlize k =7, potom h(A)=h(B)=3,
jestlize k =7, potom h(A)=h(B)=4.

Pro vektory a_l, a,, a;, a_4 tedy plati:
jestlize k =7, potom vektory a_l, a_z, a_3 a a_4 jsou linearné zavislé,

jestlize kK =7 (tj. ke(—oo, 7)u(7, oo)), potom vektory a_l, a,, a_3 a E jsou linearné

nezavislé.

4.3 Transponovana matice

Definice (transponované matice).

Ay, Ay 3, v, Qg
a21' a'22’ a’23’ ’ a'?_s
Jestlize matice A=|a,, a,, Ay, '+, 8 |, potom transponovana matice k matici
_ar1' ar2’ ar3' ’ a'rs
Qyq, Ay, g, vty Ay
Ay, Qyp,y g,y vy Ap
A je matice A" =|a,, 8y, g, 1, A
_als’ Aygy Qggy vy arsj
RESENE PRIKLADY
Priklad &. 22
. 1, 0,5 9 .
K matici A= urcime matici transponovanou.
2,5 3,7
Reseni

© 1o P
~N w o N

Transponovana matice k matici A je matice AT = . Matice A je typu 2x4, matice

transponovana A’ je typu 4x2.
Priklad &. 22




|

, urCime jeji hodnost, matici transponovanou a hodnost

N PO
w o1 N

1
Méjme matici A=| 2,
1

~ W

matice transponované.
Reseni
Nejprve urcime hodnost matice A, tj.
1, 0, 1 2 1, 0, 1 2 1 0, 1,
1 2
A=| 2,1 3 5(~0, 1, 1 1|~|0, 1, 1
-1 2, 4, 3| 1|0, 2, 5 5| |0, O, 3

I
oy)

Jednotlivé Upravy , které jsme pouzili, jsou:

(1) prvni radek jsme nasobili Cislem (— 2) a pricetli k fadku druhému, prvni radek jsme
pricetli k Fadku tretimu,

(2) druhy fadek jsme nasobili Cislem (— 2) a pricetli k radku tretimu.

)=3

Vysledna matice B je v Gaussové tvaru, tudiz h(A)=

h(B
2,—
1

Transponovana matice k matici A je matice A" =

N PO P
oo-hml—\

3
1 5!

Ur¢ime hodnost matice AT, tj

Lo2-1] [& 2-1) [L 2-1] [L 2-1) -, |
. 10,4 2|00, 1 2(@0, 1L 2(®0, 1 2|« “
AT = ~ ~ ~ ~10, 1, 2|=C,
L 3 410, % 6 (0,0 4100 11| "
2,5 310,14 5/ |00 3][0 0 1] "-""

pFi prevodu matice A’ na matici C v Gaussové tvaru jsme pouZili Gpravy:

(1) prvni fadek jsme nasobili Cislem (—1) a pricetli k radku tfetimu, prvni fadek jsme
nasobili ¢islem (- 2) pricetli k Fadku Etvrtému,

(2) druhy radek jsme nasobili ¢islem (—1) a pricetli k fadktim tfetimu a &tvrtému,

(3) treti radek jsme vynasobili ¢islem + a Ctvrty Fadek Cislem £,

(4) treti a Ctvrty radek jsou stejné, proto Ize jeden z nich vynechat.

Dostavame h(AT ): h(C)=3, tedy h(A)= h(AT ): 3.

Véta (o vlastnostech transponované matice).

Jestlize A je matice typu r xS, potom

(a) AT je matice typu Sxr,




) (AT = A,
(c) h(AT)=h(A).

Vzhledem k vlastnosti (b) je matice A transponovand k matici A', tudiz Ize Fici, Ze

matice A a matice A" jsou matice navzajem transponované.

Nékdy je pfi vypoctu hodnosti matice A vyhodnéjsi pocitat hodnost transponované

matice A', kterd podle vlastnosti (c) ma stejnou hodnost.

4.4 Soustavy linearnich rovnic

Definice (soustavy linearnich rovnic a jejiho resenti).

Soustava 1 linearnich rovnic o s neznamych X, X,,X;,..., X, je soustava rovnic

A X+ ApX, + ApcXy o+ A X b,,
Ay X Ay X 23Xy t - 25 " Xs bz’
Ay Xy + 8p Xy, t+ g Xg - 3s "Xy = bs’
Ay X + A, X + Xy + o+ A X = br’
kde proi=1 2, ..., r a j=1 2, ..., S jsou a; a b, redina ¢isla.
Reseni této soustavy je kazdy vektor C = (Cl, ©r0 ©gyp oo CS)eVS, ktery vyhovuje vsem
rovnicim této soustavy.
Qqy Ay, Qg vty Ay
Qyyy 8y, By, tvy Ay
Matice této soustavy je matice |a,, @, Ay, -+, Ay | a rozsifena matice této
_ar1' Aryy Qpgy vy ars_
Ay, Ay, Q5 vty Ay, b1
Qs Ay, By, vty Ay, bz
soustavy je matice | 8,,, 8,,, 85, -+, 8, Dy
_arl’ a,, a3, v, A, br_

Pro ilustraci uvedeme priklady, ve kterych uréime matici soustavy linearnich rovnic i

rozsirenou matici. Dale uvedeme vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi maticemi a

soustavami linearnich rovnic.

RESENE PRIKLADY
Priklad &. 23



Uréime matici soustavy a rozsifenou matici soustavy pro soustavu lineadrnich rovnic
2%, + X, +2X;+2X, =1,
3X; +2X, —4X;+3X, =2,

— X, +4X, +5X%, =3.
Reseni
2,1 2, 2
Matice této soustavy je matice 3, 2,—4, 3| a rozSifend matice této soustavy je
-1 4, 0, 5
2,1 2, 2,1
matice | 3, 2,—-4, 3, 2
-1, 4, 0, 5 3
Priklad &. 24
1, 3 1 2 2
Méjme matici A=|5, 4,-3, 0, 2|. Uréime soustavu linearnich rovnic tak, aby matice A
2,3 0, 1 3

byla rozSifenou matici této soustavy.
Reseni
Pouzijeme-li definici rozsifené matice soustavy, potom matici A odpovida soustava tfi
X +3X, + X3 +2X,=2,
linearnich rovnic o Ctyfech neznamych <5X, +4X, —3X, =2,
2 X, +3X, + X, =3.
Priklady ukazuji, ze kazdé soustavé r linearnich rovnic o S neznamych odpovida pravé

jedna rozsifena matice soustavy typu rx(s +1) a kazdé matici typu rx(s +l) odpovida

pravé jedna soustava r linedrnich rovnic o S neznamych.
Budeme upravovat matici soustavy i rozsifenou matici soustavy na matici v Gaussové
tvaru a obé matice se od sebe liSi pouze tim, Ze rozsSifend matice soustavy obsahuje

navic sloupec pravych stran, proto zapisujeme obé& matice dohromady

Ay, Ay, Q3 vty Ay b1

Qypy Ay, By, vy Ay bz

Ay, gy, Qg vvv, Qg bs
_arl’ Ay, Az, vty Qg br_

Definice (ekvivalentnich soustav linearnich rovnic).

Dvé soustavy linearnich rovnic S neznamych jsou ekvivalentni, jestlize maji stejnou

mnoZzinu vsech feseni.




Pfi Fedeni soustav linedrnich rovnic ndm pljde o to prevést soustavu linedrnich rovnic na

soustavu ekvivalentni, kterd bude snadnéji fesitelna.

Véta (o ekvivalentnich soustavach linearnich rovnic).
Dvé soustavy linearnich rovnic S neznamych s rozsifenymi maticemi soustavy A a B

jsou ekvivalentni pravé tehdy, jestlize A~ B.

Pfi FeSeni soustavy linearnich rovnic zapiSeme rozsifenou matici soustavy a prevedeme ji
na matici v Gaussové tvaru. Tento postup se nazyva Gaussova eliminacni metoda.

Znaceni. Pfi feSeni soustavy linedrnich rovnic budeme znadit symbolem h hodnost
matice soustavy linearnich rovnic, symbolem h . hodnost rozsifené matice této soustavy
a symbolem S pocet neznamych.

Jestlize h je hodnost matice soustavy linearnich rovnic a h, hodnost rozsifené matice

této soustavy, potom bud h=h_, nebo h+1=h_ protoze rozsifend matice soustavy se

r’

odliSuje od matice soustavy pouze pfidanim jediného sloupce.

RESENE PRIKLADY

Priklad €. 25
2% —3X, + X3=-5,
3% -5X;= 8,

Urc¢ime vSechna feSeni soustavy rovnic
=X+ X, —3X;=

i

X, +2X, +4 X, =
Reseni
Jde o soustavu CtyP linearnich rovnic o tfech neznamych X, X, a X,. ZapiSeme
rozSifenou matici soustavy, kterou upravime na matici v Gaussové tvaru.
2,-3, 1|-5| [-1, 1,-3] 4] [-1 1 -3| 4]
3, 0,-5| 8 @ 2,-3, 1-5 @ 0,-1, -5/ 3|®

1, 1,-3| 4 3, 0,-5| 8 0, 3,-14| 20
1, 2, 4] 1 1 2, 4|1 0,3 1 5]
-1 1 -3| 4] [-1 1-3| 4
-1 1-3| 4
® 0,-1 -5/ 3|@ 0,-1,-5| 3|®
~ ~ ~| 0,-1,-5| 3|,
0, 0,—29[29 0, 0,-1| 1
0, 0,-1| 1
0, 0,-14{14| | 0, 0,-1] 1

Pouzité Upravy:
(1) zdména poradi radkd - na prvni misto jsme dali treti fddek, na druhé prvni radek, na

tfeti druhy radek a Etvrty radek zdstal na svém misté,




(2) k druhému radku jsme pricetli 2-nasobek prvniho fadku, ke tfetimu fadku jsme
prietli 3-nasobek prvniho radku a ke ¢tvrtému radku jsme pricetli prvni radek,
(3) druhy radek jsme vynasobili Cislem 3 a postupné pricetli ke tfetimu a Ctvrtému

radku,

1

v r v w7 1
-5 a Ctvrty radek Cislem

(4) treti radek jsme vynasobili ¢islem i

(5) vynechali jsme Ctvrty Fadek, protoze je shodny s tretim radkem.

-1, 1,-3
Matice ekvivalentni matici soustavy je 0,—1,-5|, tudiz h=3, rozsifend matice
0, 0,-1
-1 1,-3 4
soustavy je ekvivalentni matici | 0,—-1,-5, 3|, tudiz h, = 3, déle s=3.
0 0-1 1
-1 1,-3, 4
Soustava ekvivalentni plvodni soustavé a odpovidajici rozsifené matici 0,-1,-5, 3
0 0-1 1
— X, + X, —3X, =4,
ma tvar —X, —5X; =3, V této soustave ihned urcime X, =-1, dosadime do rovnice

- X, =1.
druhé, ze které spolteme X, =2. Dosadime-li do rovnice prvni, médme X, =1. Tato
soustava linearnich rovnic ma jediné feSeni X:(XI,XZ,XS):(l,Z,—l). Ma-li soustava

linedrnich rovnic jediné FeSeni, pouzivd se také Jordanova eliminaéni metoda.

RozsSifenou matici soustavy upravime tak, aby v matici soustavy v prvni rovnici byl

koeficient u X; byl 1, v druhé rovnici byl koeficient u X, byl 1, ve tfeti rovnici byl

koeficient u X, byl 1, vS8echny zbyvajici koeficienty 0, tzn.

-1 1,-3| 4 © -1 1 0] 1 - -1 0, 0-1 © 1, 0, 0 1
0,-1-5/ 3|~ 0,-1 0-2(~| 0,-1, O0-2|~|0, 1, 0O 2|,
0, 0,-1] 1 0, 0,-1] 1 0, 0,-1} 1| |0, O, 1}]-1

pouzili jsme Upravy:

(6) ke druhému Fadku jsme pricetli (—5)-nadsobek ttetiho Fadku a ke druhému Fadku
(- 3)-nasobek tietiho Fadku,

(7) k prvnimu radku jsme pricetli druhy radek,

(8) vSechny tfi radky jsme vynasobili ¢islem (—1).

Matici ekvivalentni rozsirené matici soustavy odpovida soustava rovnic



ktera ihned dava Feseni. Vyhoda této metody je v tom, Ze v ekvivalentni rozsifené matici

soustavy sloupec pravych stran je feSenim.

Priklad &. 26
4%, —2X,+ 4X;— X,= 5
Ur¢ime v8echna feSeni soustavy rovnic ¢ 2X,+ X,— 3X;+ X,= -3,
—2X, +7X,=17%X,+5%x,=-10.
Reseni

Jde o soustavu tfi linearnich rovnic o Ctyfech neznamych X;, X,, X; a X,. ZapiSeme

rozsirenou matici soustavy. Opét budeme rozsirenou matici této soustavy upravovat pro
pouziti Gaussovy eliminaéni metody.
4,-2, 4,-1] 5 2, 1 -3 1 -3
1) @)
2, 1 -3 1 -3|~| 4,-2, 4,-1| 5|~
-2, 7,-17, 5-10 -2, 7,-17, 510

" 2, 1 -3 1 -3 " 2, 1,-3, 1-3
~/0,-4, 10,-3| 11|~/0,-4,10,-3|11
0, 8,-20, 6/-13| |0, O, O, O 9
Upravy:
(1) zdména poradi radka,
(2) ke druhému radku pricteme (—2)—nésobek prvniho a ke tretimu radku pricteme
prvni,
(3) ke tretimu radku pric¢teme 2 -nasobek druhého.
V matici ekvivalentni matici soustavy je posledni Fadek nulovy, tudiz h=2, matice
ekvivalentni rozsifené matici soustavy je v Gaussoveé tvaru, tedy h, = 3 , dédle s=4.
Je-li néjaky vektor resenim soustavy linearnich rovnic, musi vyhovovat vSem rovnicim
soustavy. Rovnice, kterd odpovida tfetimu fadku matice ekvivalentni rozsifené matici

soustavy je 0-X +0-X,+0-X;+0-Xx, =9. Dosadime-li za nezndmé nezndmych X;, X,,
X3 @ X, jakakoli redlna Cisla, vzdy bude leva strana 0 a prava strana 9, tj. rovnice nema

FeSeni, nema-li fedeni jedna rovnice v soustavé, nema fedeni celd soustava. Plvodni
soustava linedrnich rovnic je ekvivalentni této soustavé, tudiz plvodni soustava nema
feseni.

Priklad ¢. 27



3X — X, +2X;-2X,—-4X;= 0,
. 5 L. _ — X, +2X;+ X, +2X;= 0,
Ur¢ime vS8echna feSeni soustavy rovnic

2%, —3X,+6X;+ X, +2X, = O,

—2X, +4X;+3X%X,+6X%X;= 0.

Reseni
Jde o soustavu Ctyf linearnich rovnic o péti neznamych X, X,, X;, X, a X;. Tato
soustava na rozdil od predchazejiciho pfikladu ma urcité feSeni, protoze vSechny pravé

strany jsou 0, tedy nulovy vektor je resenim. Nam jde o to, nalézt vSechna FeSeni.

ZapiSeme rozsifenou matici soustavy, kterou upravime na matici v Gaussové tvaru.

3,-1 2,-2,-4| 0 3, 0, 0,-3,-6/0 3, 0,0, 0 00
0,-1 2, 1 2/ 0(®wo0o,-1, 2, 1, 2/ 0(®0,-1 2, 0, 0] 0|®
2,-3, 6, 1 2|0 2, 0, 0,-2,-4|0 2, 0,0, 0 00
0,-2, 4, 3, 6/0 0 0,0 1 20 0 0,0 1 240
1, 0,0 0, 0/0
1, 0,0 0 0/0
®0,-1 2, 0, 0| 0|®
~ ~0,-1 2,0, 000
1, 0,0 0 0/0
0, 0,0 1 240
0,0 0 1 2|0
Upravy:

(1) k prvnimu Fadku pFi¢teme (—1)-nadsobek druhého, ke tietimu (—3)-nasobek druhého
a ke ¢tvrtému (—2)-nasobek druhého,
(2) k prvnimu fadku pric¢teme 3-nasobek Ctvrtého, ke druhému (—1) -nasobek ctvrtého a
ke tretimu 2 -nasobek ctvrtého,
(3) prvni fadek vynésobime cislem + a treti 3,
(4) vynechame treti fadek (je shodny s prvnim).
Zcela evidentnéje h = h. = 3 a s=5. Soustava ekvivalentni pivodni ma tvar
X, =0,
— X, +2X, =0, Vtéto soustavé je neznama X, urCena jednoznacné. Pro
X, +2X; =0.
neznamé X, a X, plati: zvolime-li za jednu z nich jakékoli realné Cislo, je druha neznama
urena jednoznacné. Analogicky vztah je mezi neznamymi X, a X.. Z toho vyplyva, ze
tato soustava ma nekonecné mnoho feSeni. Vezmeme parametry t, a t, tak, ze X, =t,,

X =t, a t, i t, probihaji vSechna redlna ¢&isla. Dostdvame X, =0, X, =21t , X, =t

X,=-21t, a X;=t,, kde t, eR a t, e R. Redeni vyjadiime vektorové - Fedenim jsou



v8echny vektory Y:(Xl, Xy, X3, X4, Xs):(O, 2t,t,-2t, tz), kde t, a t, jsou

libovolna realna cisla.

Tyto priklady charakterizuji jediné tfi situace, které pfi reSeni soustavy mohou nastat.
Bud’ soustava nema feSeni (priklad ¢. 26), nebo ma pravé jedno feseni (priklad ¢. 25),

nebo ma nekonecné mnoho feseni (priklad ¢. 27).

Resitelnost a nefesitelnost soustavy linearnich rovnic souvisi s hodnosti matice soustavy
a s hodnosti rozsifené matice soustavy. Prvnim zakladnim tvrzenim je Frobeniova véta o

reSitelnosti soustavy.

Véta (Frobeniova).
Jestlize h hodnost matice soustavy linedrnich rovnic a h. hodnost rozsifené matice této
soustavy, potom tato soustava linearnich rovnic je fresitelna pravé tehdy, jestlize

h =nh

r -

Vratime-li se k pFikladim €. 25, 26 a 27, tak v prikladech &. 25 a 27 byly hodnosti matice

soustavy i rozsSifené matice soustavy stejné a soustava méla reSeni, v prikladu ¢. 26
platilio h + 1 = h, (tj. h # h, ) a soustava neméla reseni.

Dalsi otazka se tyka poctu reseni soustavy linearnich rovnic.

Véta (o poctu feSeni soustavy linearnich rovnic).

Jestlize h hodnost matice soustavy linedrnich rovnic o S neznamych a h, hodnost
rozsifené matice této soustavy,

(a) jestlize h = h, (tj. h + 1 = h_), potom soustava neni fesitelna,

(b) jestlize h = h, = s, potom soustava ma pravé jedno reseni,

(c) jestlize h = h, < s, potom soustava ma nekonecné mnoho reseni, pficemz plati:

zvolime-li za S —h vhodné zvolenych neznamych redlna Cisla, jsou zbyvajici neznamé

jednoznacné uréeny (&islo s—h je polet volitelnych neznamych).

Tvrzeni (a) predchazejici véty odpovida priklad ¢. 26, tvrzeni (b) priklad ¢. 25 a tvrzeni
(c) priklad ¢. 27. Proc¢ je uvedeno ve tvrzeni (c) vhodné zvolenych neznamych? V prikladu
¢. 27 platilo h = h, = 3 a s=5, proto pocet volitelnych nezndmych s—h=5-3=2,
ale X, nemohlo byt volitelnou neznamou, protoze X, je jednoznacné urcenou. Dale X, a
X; nemohou byt soucasné volitelnymi neznamymi, bud” X,, nebo X,. Podobny vztah je
mezi neznamymi X, a Xg. Pro vybér volitelnych neznamych jsme méli ¢tyfi moznosti:
bud x, a X,, nebo X, a X., nebo X, a X,, nebo X; a X.. Pro feSeni uUlohy je jedno,

kterou z téchto ¢tyf moznosti vybereme.




RESENE PRIKLADY
Priklad ¢. 28
X, - X3= 2,
—2X, + X, +4x;,=-4,
X, +3X,—2X;= 9,
4X, +2X, = 8.

Ur¢ime vSechna feSeni soustavy rovnic

Reseni
Jde o soustavu Ctyf linearnich rovnic o tfech neznamych X, X, a X;. ZapiSeme

rozsSirenou matici soustavy, kterou upravime. I kdyz nevime, zda soustava ma praveé

jedno Feseni, budeme matici upravovat pro Jordanovu elimina¢ni metodu.

1,0,-1 2| |1, 0,-1| 2

1, 0,-1| 2
-2,1, 4-4|0/0, 1, 2| 0|® @
~ ~10, 1, 2| 0|~
1,3-2| 9 0, 3,-1| 7
0, 3-1|7
4,2, 0| 8| (0, 2, 40
1, 0,-1| 2| [1, 0,-1| 2] [1, 0, 0] 1
® 4
~l0, 1, 2| 0|~|0, 1, 2| 0[~|0, 1, O] 2].
0, 0,7/ 7| |0, 0, 1]-1| [0, O, 1]-1

1 i)

Upravy:
(1) ke druhému fadku pricteme 2 -nasobek prvniho, ke tretimu (—1)-nésobek prvniho a
ke &tvrtému (- 4)-nasobek prvniho,
(2) vynechame ctvrty radek (je 2 -nasobek druhého),
(3) ke tfetimu radku pricteme (— 3)-nésobek druhého,
(4)} treti fadek vynasobime — 1,
(5) k prvnimu radku pricteme treti a ke druhému (— 2)—nésobek tretiho.
Zcela jist¢ h = h, = s = 3, soustava ma pravé jedno feseni X, =1, X,=2 a
X, =—1, tj. Fedenim je vektor X = (X,,X,,%;)=(1,2,-1).
Ptiklad & 29
X, + X,— Xg= 1,

Urcime v8echna feSeni soustavy rovnic {—2X, — X, +3X;= 0,

SX +3X, —=7X;= 1.
Reseni

ZapiSeme rozsifenou matici soustavy a upravime ji na matici v Gaussové tvaru.



1, -1 1| )1 1,-1 1
@ @1 1,-1 1
-2,-1 3/ 0|~0, 1, 1] 2|~ .
0,1 1 2
5, 3-7/1| |0,-2,-2|-4

Upravy:

(1) k druhému fadku jsme pricetli 2 -nasobek prvniho fadku a ke tfetimu radku (— 5)-
nasobek prvniho Fadku,

(2) treti radek jsme vynechali (jde o (— 2)-nésobek druhého radku).

Protoze h = h, = 2 a s=3, soustava ma nekone¢né mnoho feseni, pocet volitelnych

neznamych je s—h=3-2=1. Soustava méa tedy jednu volitelnou nezndmou. V tomto
prikladu je jedno, kterou nezndmou vybereme jako volitelnou neznamou. Uvedme
vSechny tfi moznosti:
(a) jako volitelnou neznamou vybereme X,, kterou poloZzime rovnu parametru teR.
Dostavame X, =2t -1, x, =2-t, X; =t, tj. feSenim je vektor
% = (X, X,, X;)=(2t -1, 21, t), kde t R,
(b) jako volitelnou nezndmou vybereme X,, kterou polozime rovnu parametru teR.
Dostavame X, =3-2t, X, =t, X; =2 -t , tj. FeSenim je vektor
X = (X, X, X;)=(3-2t, t, 2—t), kde teR,
(c) jako volitelnou neznamou vybereme X, kterou polozime rovnu parametru te R.
Dostdvame x, =t, X, =3 —1-t, X, =+ +3-t, tj. FeSenim je vektor
X = (X, %, % )=[t, 3-3-t, 3+3-1), kde teR.

Je jedno, kterou moznost vybereme, vSechna tfi feSeni jsou spravna.
Priklad ¢. 30

X+ X, = X;= 1

Urc¢ime v8echna feSeni soustavy rovnic 43X, — X, +2X;= 5,
2%, —2X,+3X,= 4.
Reseni
Jde o soustavu tfi linearnich rovnic o tfech neznamych X;, X, a X;. ZapiSeme rozsifenou
matici soustavy, kterou upravime na matici v Gaussové tvaru. Dostavame
1, ,-1]1] |1 1-1]1
@ @1 1-11
3-1 2| 5(~]0,-4, 5 2|~ :
0,-4, 5 2
2,-2, 3| 4| [0,—-4, 5] 2
Upravy:
(1) k druhému Fadku jsme pricetli (—3)-nasobek prvniho fadku a ke tietimu fadku (— 2)-

nasobek prvniho Fadku,



(2) treti radek jsme vynechali (je shodny s druhym Fadkem).

Protoze h = h, = 2 a s=3, soustava ma nekone¢né mnoho Feseni, pocet volitelnych

.
neznamych je s—h=3-2=1. Soustava ma tedy 1 volitelnou neznamou. V tomto
prikladu je jedno, kterou neznamou vybereme jako volitelnou neznadmou. Vybereme

napf. X;, kterou polozime rovnu parametru teR. Dostavame Xlzg—%-t,

X, =—5+2-t, X, =t, tj. feSenim je kazdy vektor X:(Xl, Xy, Xs):(%—%-t, —3+21, t)

pro libovolné teR.

Priklad &. 31
. 5 L. o[ X +2X,+3X;+4 X, +5X; =6,
Urcime vSechna reseni soustavy rovnic
X+ Xo+ Xg+ X, 4+ X;=2.
Reseni

ZapiSeme rozsifenou matici soustavy

1, 2, 3 4 5 6|01 1 1 1 1/ 2(@1 1, 1 1, 1 2|®1 0,-1,-2,-3|-2
1,1 1 1 1, 2| |1 2, 3, 4, 5/ 6 0 1 2, 3 4| 4 0,1 2 3 4| 4|
Upravy:

(1) zdména Fadkd,

(2) ke druhému radku pricteme (—1)-nésobek prvniho (v tomto okamziku vime, ze
h = h, = 2, pfesto matici jesté zjednodusime),

(3) k prvnimu radku pricteme (—l)—nésobek druhého.

Protoze h = h, = 2 a s=5, soustava mé nekone¢né mnoho Fedeni, pocet volitelnych

r
nezndmych je S—h=5-2=3. Jako volitelné neznamé vybereme X;, X, a X, které po
fadé vyjadfime parametry t,, t, a t; probihajicimi vSechna redlna disla. Redenim jsou
vSechny vektory

X=X, X, X X4 Xg)=(-24t, +2t, +3t;, 4-2t, ~3t, ~4t,, t,, t,, t,), kde t, R,

t,eR at;eR.

4.5 Neresené priklady s vysledky
Priklad 1.

Urcete hodnost matice A, jestlize

2, 3,1 2, 4, 0, 6 1, 3 0, 5

(a) A=|1 5, 0}, (b) A={3, 5 2, 7|, (©) A= 4, 0, 2, 7 ,
7, 1 2 2, 3, 2, 4 2, 3, 1 4
1, 2,3 0
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Vysledky
(a) h(A)
(b) h(A)
() h(A)
(d) h(A)
(e) h(A)

2,

I
—~

(p) h(A
(a) h(A
(r) h(A)
(s) h(A
(t) h(A)

3,

(k) h(A)

(f) h(A)=5,
(9) h(A)
(h) h(A)

:3,

2,

1
—~

() h(A)=4,

3,

2,

—
I

(m) h(A)=3,
(n) h(A)
(0) h(A)

3,

4,

4

I
—~

4,

() h(A)=3,
() h(A)=4,

2,

3.

3,

4,

Priklad 2.

Rozhodnéte o linearni zavislosti ¢ nezavislosti vektort



(@) (-1, 1, 8, 2), (2-1, 3-2, 4) a (6,3, 8-1, 11),

) (2-3, 5), @, 0,-2), 0,7, 9), (-1, 3, 7), {0, 2-3) a (2-1, 0),
© (2 4,909), 04 76)a(3 7 1),

(d) (-1,-2-1,-4), {1, 5, 4, 3), (-1,-3-2-1) a (-2-1,-3-2),

(e) (-1-1, 0, 1), (-2, 0-1,-2), (-1, 2, 2, 1) a (-3,-1,-1,-3),
() (-2-5-7,-3), (1,-1, 0, 0) a (-1, 0,-2,-3),

(@) (1, 1,0-1), (2.0, 1, 2), (-1,2 2 1) a5 1,2 5),

(hy (1,5 4,3), (1,2 1,4), 132 1)a(3 3 4 56),

i) (2 3-1), (-4, 1, 2) a 3.2, 4),

G [ 2-1), (0, 1, 4)a (3, 8, 5),

k) [ 23), 1,0 %)a(-1 2 4),
1) (30 1,2),(-2150), (-2 4, 4,4)a (20,3, 0).
Vysledky
Vektory jsou
(a) linearné zavislé, (e) linedrné nezavislé, (i) linedrné nezavislé,
(b) linearné zavislé, (f) linedrné nezavislé, (j) linearné zavislé,
(c) linearné nezavislé, (g) linearné nezavislé, (k) linearné zavislé,
(d) linearné nezavislé, (h) linedrné nezavislé, (1) linedrné nezavislé.
Priklad 3.
V zavislosti na realném parametru k urcete hodnost matice A, jestlize
[ 3, 2, 4] -1, 1-1 k, 1, 1
(a) A: _1, O,_3 ] 2! l! 2) 2 (h) A: O, 3, 4 ’
(e) A= '
| 5 1 k_ 2, 2, 4,-6 1 4, 5
[ 3 2, 4] -L 21k [ 4, 3,0
(b) A: —1’ 11—3 , ll 1! 31_5 i 1, 2, 1
(i) A= '
|5 1 k] f) A= L 2-1 3 0 1 Kk
L1 o 2, 4-1, 5| 2,-1, 2
T 2, 3,-3 k -
(c) A=|3, 4,-1/|, ) 1, 1 1 4
4, 11, k 1-1 3 2 oA |L-L-L-2
(@) A= 2,-1, 6, 4 () 12,0, 1 3/
1,_2, 1, 1 g - 1’ 1 5 4 ! 1, 3, 3’ k
(d) A: 1,_1, 3, 0 ’ 0’ 1 1 k
1,-4,-3, k N



1, 2, 1 4 [ 1,-2, 1-1
1 3 2 1 3, 4, 0,-1
(k) A= , (n) A= ,
2.1 3 2 1 2, 2-3
1 5 4, k -1 4,1 k
1-1 1 1 1, 2, 1, 8
2a_31 01 2 1, 3, 2, 2
(h A= , (o) A= ,
3, 1, 1 1 2,1 3 4
2, 3 2 k 1L 5 4 Kk
1,-6, 1, 8 [1,-3, 1, 4
(m) A 2-2, 6, 4 o) A 2-1 6, 2
m = ’ = I
1 2 5-4 P 1 1 5-2
0,-2,-1, k 0,-1,-1 k
Vysledky

(a) je-li k=2, je h(A)=2, je-li k=2, je h(A)=3,
(b) je-li k=9, je h(A)=2, je-li k%9, je h(A)=3,

(c) je-li k=-7,je h(A)=2, je-li k =7, je h(A)=3,
(d) je-li k=3, je h(A)=2, je-li k #3, je h(A)=3,

(e) je-li k=—2&, je h(A) 3, je-li k=—-%, je h(A) 4,
(f) je-li k=7, je h(A)=3, je-li k =7, je h(A)
(9) je-li k=3, je h(A)=3, je-li k #3, je h(A)
(h) je-li k=1, je h(A)=2, je-li k #1, je h(A)

4

4
4,
3

() h(A):3 pro libovolné k e R,

(j) je-li k =10, je h(A)=3, je-li k 210, je h(A)=4,
(k) je-li k =5, je h(A)=3, je-li k = -5, je h(A)=

(I) je-li k=0, je h(A)=3, je-li k 20, je h(A)=

(m) je-li k =3, je h(A)=3, je-li k #3, je h(A)=

(n) je-li k=—2,je h(A)=3, je-li k # -2, je h(A)=4,
(0) je-li k =-10, je h(A)=3, je-li k #-10, je h(A)=4,
(p) je-li k=2, je h(A)=3, je-li k=2, je h(A)=4,

(q) je-li k=10, je h(A)=3, je-li k £10, je h(A)=4,

~ b DN ©



(r) je-li k =12, je h(A)=3, je-li k 212, je h(A)=4,
(s) je-li k=9, je h(A)=3, je-li k#9, je h(A)=4.

Priklad 4.
V zavislosti na redlném parametru kK rozhodnéte o linearni zavislosti a nezavislosti

vektord

(@) -2, 1, 4), (0, 1, 3, 2), (-1, 4-2, 0) a (24, 9, k),
() {1, 3-1, 2), (3, 92, 6), {1, 4, 0-1) a (0-1,-1, k),
(© (~1,-1, 3-5), (2, 1,-1, 3), (4, 2-1, 5) a (3, 2,-3, k),
@ (@, 2 1,0), (-1,-1, 1-1), 3. 6, 5-1) a (2, 44, k),
@ (1.1, 2 2), (-1 2 4,3), 3-1-1-3) a (-5, 3, 5, k),
® (2, 4, 6,8), (1-6-5-4), (-1-1,1,-3)a (3, 1, 0, k),
(@) -1, 1-1), 2,1-2,2), 1L 1, 2-3) a (-1, 2, 1, k),
(hy (L-1, 3, 4), 32,9, 12), (1, 0, 4-2) a (011, k),
(i) -1, 2, 4), (2-1, 4, 6), (-1, 3-1,-6) a (35, 5, k),
G) (1 4, 2-8), 1, 6, 4-2), (2, 2, 6-4) a (1, 10, 8, k).

Vysledky

(a) je-li kK =8, jsou vektory linedrné zavislé, je-li k # 8, jsou vektory linedrné nezavislé,

(b) je-li k =3, jsou vektory linearné zavislé, je-li k # 3, jsou vektory linedrné nezavislé,

(c) je-li k =7, jsou vektory linedrné zavislé, je-li k # 7, jsou vektory linedrné nezavislé,

(d) je-li k =3, jsou vektory linedrné zavislé, je-li k #3, jsou vektory linedrné nezavislé,

(e) je-li k=7, jsou vektory linedrné zavislé, je-li kK # 7, jsou vektory linedrné nezavislé,

(f) je-li kK =7, jsou vektory linedrné zavislé, je-li K # 7, jsou vektory linedrné nezavislé,

(g9) je-li k=—21, jsou vektory linedrné zavislé, je-li k #—2, jsou vektory linedrné
nezavislé,

(h) je-li k =6, jsou vektory linearné zavislé, je-li k # 6, jsou vektory linearné nezavislé,

(i) je-li k=14, jsou vektory linearné zavislé, je-li k #14, jsou vektory linedrné
nezavislé,

(j) je-li k=10, jsou vektory linedrné =zavislé, je-li k #10, jsou vektory linedrné

nezavislé.

Priklad 5.



Urcete vSechna feSeni soustavy linearnich rovnic

(a)

(b)

()

(d)

(e)

(f)

(9)

(h)

(1

2X +3X,+2X;= 2,
X, + X, +2X;=-1,
2 X, +4X, = 6,
—X, —=3X, +2X; =7,

X, —2X, +2X;= 1,
3%+ X+ X;= 0,

- X, +2X,+5X;=21,

2X, +3X, — X3= 5,
X\ — X, + X3= 2,

w

X + X, =

)

o

3X1_ XZ_ X3: '
2X, +3X, =2X;=-1,
4%, -5X, =

N

3%+ X,— Xy= 0,
X —=3X,+ X;= 0,

X+ X+ X;= 0,

6X, +5X, +4X;= 3,
2X, + X, — Xy=-2,
2X, +3X, +6X;= 1,

2X, + X, +3X;= 2,
X, +4X, +2X;= 8,
3X,+2X,+ X;= 4,

3X,+ X, +3X;= 1,

o

2X, +3X,+ X;= 0,
X, +2X, +2X;= 2,

2X + X, =3X;+ X, = 2,
- X +2X%,—3X,= 1,
X, +2X, -7x,= 5,

X +3X,+ X;— X,=-4,
X — X, + X, = 2,
X +3X, +2X;+ X, =—2,

=X +3X, =-2,
(K) 92X, —2X, + X3+X,=—2,
X, —2X, +4 X3+ X, =—4,

X, — X, +2%;+ X,= 0,
(5 X —=2X,+2%X;+4x,= 0,
2X, —2X,+5%;+9x,= 0,

—X, —9%X, = 2X;+4Xx,= 0,
(m) <5% +4X,+10x;+ Xx,= 0,
—X —2X,— 2X;+ X,= 0,

X, +6X, +7X;+14x,= 0,
(n) ¢ X + X, +2X,+ 4x,= 0,
—X; +4X, +3X; + 6x,= 0,

Xl - X2 - X4:_ 31
—2X, +3X,+ X;+2X,= 10,
(0)
3X, + Xg— X,=— 3,
7%, —3X, -3x,=-17,

2X +3X,+6X,— X,= 0,
(P) 1= X% +2X,+2X,-3X,= 0,
2X, —2X,— Xg+3X,= 0,

X, + X, + X3+ X, = 4,
X, — X,— Xg— X,= 2,

C) 2%, b ox= 3
X, +3X,+ X;+3X,=10,
X, —2X,+2X;— 5X,=-1,
" =X +3X, +2X;— 3X,= 3,
-
2X, —3X,+ X;+ 4x,= 0,
2X, —2X,+5%X,+12Xx,= 2,
X, +2X, — X, = 2,
—X;— X, +3X;—X, = 6,
(S) 1 2 3 4

2X +3X, =3X; + X, =—1,
2%, +4X, — X = 7,



- X, +2X,-2X, = 1,

X, + X, —2X;+4%x,= 0,
2X, +2X, +3%; — X, =13,
2X, +2X,+3X; + X, =14,

()

2X +3X, +2X,+7X, = 2,
X + X, +2X;+4X%,=-1,
(u)

2 X, +4x, +6X,= 6,
=X, —=3X, +2X;=2X, =—7,

(v)

3X +X, +2X,

X, +2X;+3X,
—X; +3X;+4X, =
2X +X,+ X3+3X,

[
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Vysledky

—X, =5X,— 2X;+4X,= 9,
5X, +4X,+10X,+ X,=-3,
=X —2X,— 2X3+ X,= 3,
X = X, + 2X3+2X,= 3,

(x)

(y)

(2)

—X +3X%, =-2,
2X, —=2X,+ X3+ X,=—2,
X, —2X, +4X;+ X, =—4,
2X —4X,+8X%X;+2X,=-8,

X, — X, +2X;+ X, =
X, —2X, +2X;+ 4X,=
2X —2X, +5X;+ 9X,=
4X, —5X,+9X%X; +14X, =

3X +2X, +T X, +2X,= 2,

X, + X, +4X,+2X,=-1,
4% +2X, +6X, = b,
=3X, — X, =2X;+2X,=—1.

(@) X=(X, X,, X;)=(-5-4t, 4+2t, t), kde teR,

(b) i:(xl, Xy, x3)
(©) X:(xl, Xy, x3):(1, 2, 3),
(d) nema reseni,
(e) X=(x, %, %)=(0, 0, 0),
(f) nema reseni,
(9) =%, %, %)=(0, 2 0),

(h) Y:(Xl’ Xz Xs)

(i) nema reseni,

Il

|
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-3, -1 4),

G) X=X, X, X, %, )={@-3t,—t,, -1-1t,, t, t,), kdet,eR at, eR,

() X=X, X, X5 X, )=(2+3t, 3+It,+1t,, t,, t,), kdet,eR at, eR,

() X:(xl, Xyy Xg, x4):(—2t,
(m) Xz(x, Xy, Xg, X 4) ( 2t —

(M) X=x, X, %5, %,)=(-t,

0, —t,

t), kde teR,

byt t,), kdet,eR at, eR,

ot =2, t, t,), kdet,eR at, eR,



~2,1-t, 3+t, t), kde teR,

~7t, -9t, 7t, t), kde teR,

:(—5—4tl—5t2, 442t +t,, t, t,), kdet,eR at, eR.,

=(-2t,-t,—2+t,, t,, t,),kde t, eR a t, R,

x) X=X, X, X5 X,)=(2+3t, 3+It,+t,, t,, t,), kdet,eR at, eR,
(v) X=X, %, X5 X, )=(=2t, 0, -t, t), kde teR,
(2) X=(X,, X,, X5, X,)=(4+t, +2t,, -5-5t,—4t,, t,, t,),kdet,eR a t, R.

Priklad 6.

Urcete vSechna Feseni soustavy linearnich rovnic

X, —2X, +2X;+ 5X,=-1, X, —2X,+ X =-1
() —X +3X, +2X;+ 3X,= 3, @) X, + X;+2X,= 1
a e
2X —3X,+ X3+ 4x,= 0, 2% —5X,+4x,+ X,= 0,
2X —2X,+5X;+12X,= 2, 2%, —3X, =—4,
2X + X, =3X;+ X, = 2, X, =2X,+ X+ X, = 2,
—X +2X,—-3X,= 1, X, —3X,— X, + X,=—2,
(b) 1 3 4 (f) 1 2 3 4
X, +2X, —IX,= 17, X, —2X,+3X;+ X,= 6,
2X +3X,— X;—9X,=10, X, —3X,=3X;+ X,=-6,
=X +3X,+ X;— X,=—4, X, +4X,+2X,+ 7X,=15,
© X — X, + X, = 2, Q) 2% + X, +3X;+ 6X,= 8,
C
X, +3X, +2X;+ X, =—2, J 3% +2X,+ X;+ 6X%,=10,
X, +5X, +3X;+ X, =—4, 6X, +7X,+6X%X,+20x,=34,
X, +2X,— X3+ X,= 2, X +3X,+ X;— X,=-8,
) —2X, —3X,+2X;=3X,= 4, h) X = X, + X,= 4,
X+ X,— X3+2X,=-2, 2X, +6X,+4X;+2X,=—8,
X, +2X,= 6, X, +5X, +3X;+ X, =-8,




2X +2X,=3X%;+ X, = 1, SX +8X, +5X;, =7 X, +2Xs =—3,
=X +2X%X,-3X,= 1, 3X, +8X, +7X; =5X, +2X, =—1,
2 X, +4X, -7X,= 5, (m) < X +4X,+4X;-2X,+ X, = O,
2X, +6X,— X;—9X,= 8§, 3X, +4X, +2X; —4X, + X, =—2,
X, — 2%, +2%, ~5X, =2, SX, +4X, —6X,+ X;=—4,
=X +3X,+2X,-3X,= 6, X, —2X, +2X;— 5X,— 4X,=-1,
@ 2% —3X,+ X;+4x,= 0, — X +3X,+2X;— 3X,+ Xg= 3,
2X, —2X, +5%X;,-4X%,= 4, (N) 12X, =3X,+ X3+ 4X,+ 4x,= 0,
X +2%, 43X+ X, -2% = 1 2X —2X,+5X, +12X, +17 X, = 2,
2X, —2X,+5X;+ 4X,+ 9% = 2.
3%, + X3— X, +4x. = 0,
(k) X, =2Xg+3X, + Xg= 2,
AX +3X, +2X;+3X, +3 X = 7,
X, +2X, +5X;+4X, + Xg= 3,
X, +4X,+ X;+2X,+3X; = 4,
2X, +2X, + X, +2X = 8§,
(N9 X +5X, +7X%X,=12,
3X,+ X, + X3+2X,+ Xg= 9,
2X +5X, +2X;+ X, +2Xs= 3,
Vysledky

(3—t, 2-2t, t), kde teR,

(a) Y:(Xl’ Xp1 X35 X4)

(b) X=X, X,, X5, X,)=(~1+2t,—3t,, 4—t,+5t,, t,, t,), kde t,eR a t, R,

(L-it,-t,, -1-1t, t,, t,), kdet, eR at, eR,

© X=X, X, X5 X,)
(d) nema tegeni,

(e) )‘(:(xl, Xy, X, x4):(—%, 1 3, 0),

() X=(x, X, X, X, )=(-t, 0, 2, t), kde teR,

(9) Y:(xl, Xy, X3, x4):(0, 2, 0, 1),

(h) X=(x, X, X5, X,)=(2=3t,-t,, 2—1t,, t,, t,), kde t, €R a t, eR,
(i) nema reseni,

G) X=X, X, X X,)=(6-2t, 4-3t, Zt, t), kde teR,

(k) nemé Fegent,

0 Yz(xl, Xy, X3y X4, X5)=(3,—1,—1, 0, 2),



(M) X=X, Xp0 X, Xgo Xg )= (148, +1,, 25t +1t, —1t,, t,, t,, t,), kde t, eR,
t,eRat,eR,

(n) X=X, X5, X, X, X )=(3=t, 2—t,~t, —t, t), kde teR.

Shrnuti kapitoly

V této kapitole jsme se vénovali nejprve aritmetickym vektordm, jejich redlnému
nasobku a souctu (obé operace realizujeme po soufadnicich). Dale jsme zavedli linearni
kombinaci aritmetickych vektorl a zjifovali linedrni zavislost a nezavislost skupiny
aritmetickych vektor(. V zavéru této &asti jsme studovali skalarni soucin vektorl (jak
nazev napovida vysledkem musi byt realné cislo).

Dllezity pojem matice, kterd je schématem redlnych ¢&isel zapsanych do Fadkl a sloupcd.
Matici jsme ptifadili jeji hodnost, kterou urCujeme pfevodem matice uzitim elementarnich
Uprav na matici v Gaussové tvaru, pro kterou je trivialni uréit hodnost jako pocet fadkd.
Navic jsme k matici sestrojili matici transponovanou.

Posledni c¢ast jsme vénovali feSeni soustav linedrnich rovnic Gaussovou eliminacni
metodou, ktera spociva v prevodu rozsirené matice soustavy elementarnimi Upravami na
matici v Gaussové tvaru. Zdlrazfiujeme, Ze soustava linearnich rovnic bud’ nema Fedeni,
nebo ma pravé jedno feSeni, nebo ma nekonecné mnoho feseni, zadna dalSi moznost

neexistuje.

Klicova slova

aritmeticky vektor, redlny nasobek aritmetického vektoru, soucet aritmetickych vektord,
linedrni kombinace vektor(, linedrni zavislost vektorl, linedrni nezavislost vektord,
skaldrni soucin vektorl, matice, hodnost matice, matice v Gaussové tvaru, elementarni
Upravy matice, ekvivalentni matice, transponovana matice, soustava linearnich rovnic,
matice soustavy (linearnich rovnic), rozsifena matice soustavy (linearnich rovnic), feSeni
soustavy linearnich rovnic, ekvivalentni soustavy linedrnich rovnic, Gaussova eliminacni
metoda, Jordanova elimina¢ni metoda, Frobeniova véta, véta o poctu feSeni soustavy

linearnich rovnic




