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Seznam zkratek

CSU - Cesky statisticky tiad
NV - ndhodna veli¢ina

ZS - zakladni soubor

VS - vybérovy soubor
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Znacky a symboly v uéebnim textu

Struktura distan¢nich ucebnich textu je rozdilna jiz na prvni pohled, a to napf. v zatazovani grafic-
kych symbola - znacek.

Specifické grafické znacky umisténé na okraji stranky upozormniuji na definice, cvicent, priklady s postu-
pem feSent, klicovd slova a shrnuti kapitol. Znacky by mély studenta intuitivné vést tak, aby se jiz po
kratkém sezndmeni s distanéni ucebnici dokdzal v textu rychle a snadno orientovat.

Definice q

Upozorriuje na definici nebo poucku pro dané téma.

Priklad A

Oznacuje ptiklad praktické aplikace uciva vietné feseni.

Otdzky k procviéeni a dkoly

~J

Oznacuje otdzky a tikoly s postupem teseni na konci kapitoly.

Kliéova slova t

Upozorriuje na ditlezité vyrazy ¢i odborné terminy nezbytné pro orientaci
v daném tématu.

Shrnuti kapitoly @

Shrnuti kapitoly se zatazuje na konec dané kapitoly. Prehledné, ve strukturovanych bodech
shrnuje to nejpodstatnéjsi z predchoziho textu.
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Predmluva

Kazdy vysokoskolsky vzdélany manazer by mél zvladnout popis datovych soubort prostrednictvim
souhrnnych charakteristik. Dle zku$enosti autorky vyvolava slovo statistika, matematika nebo prav-
dépodobnost u studentl urcitou nechut. Ta je vSak zplisobena tim, Ze si studenti nedovedou pod
jednotlivymi pojmy predstavit nic konkrétniho. Autorka vysokoskolské uc¢ebnice se zamétila na sro-
zumitelny vyklad ditilezitych pojmi v dané oblasti a na objasnéni vSech souvislosti mezi témito pojmy.

K rychlejsi orientaci pfi studiu poslouzi pevna struktura vsech kapitol, které obsahuji ptiklady s po-
drobnym a ndzornym fe§enim. Snahou autorky je postupovat od véci jednoduchych ke slozitéjsim pri
zachovani jednotlivych navaznosti. Vysokoskolska ucebnice je tedy strukturovana tak, aby studenti
po precteni jednotlivych kapitol testovali a prokazovali své znalosti na zadanych tlohdch a zkous-
kovych testech, pripadné na prikladech z praxe. Prostfednictvim kli¢ovych slov (uvedenych vzdy
na konci kazdé kapitoly) 1ze ziskat pfehled o nejdiilezitéjsich odbornych terminech v daném tématu.
V pripadé, Ze si student bude chtit rozsirit své védomosti, mize taktéz vyuzit a studovat citovanou
literaturu. V zavéru kazdé kapitoly je rovnéz uvedeno shrnuti nejdulezitéjsich poznatki. Je vhodné,
aby studenti v pribéhu studia pracovali s nékterym matematickym softwarem, napf. s MS Excel,
Statistica atd.

Tato vysokoskolska ucebnice je ¢lenéna do dvou zakladnich ¢asti. V prvni z nich je vénovan prostor
kombinatorice, vypoctu pravdépodobnosti a nahodné velic¢ing, v druhé ¢asti ¢tenafi proniknou do
problematiky matematické statistiky. Nedilnou soucasti analyz je i analyza vyvoje ukazatele v ¢ase.
Posledni ¢asti statistickych metod je indexni analyza, kde bude naznaceno, jakym zptsobem Ize srov-
navat riizné ukazatele ¢asové i prostorove.

Vysokogkolskd ucebnice Zpracovani dat jsou rozdélena do 10 kapitol, jez na sebe vécné a logicky na-
vazuji. Ambici vysokoskolské ucebnice je rozvoj zdkladnich vypocetnich postupti z oblasti popisné
statistiky, zakladnich znalosti z teorie pravdépodobnosti, rozvoj znalosti pfi sbéru dat, jejich zpraco-
vani a elementarni analyze pfi jejich vyhodnocovani pfedevsim v oblasti kvantitativnich dat. Naopak
si neklade za cil rozvijet tuto védni disciplinu.

Studenti se sezndmi s moznostmi, jak vhodnym zptisobem vybrat charakteristiky vhodné pro analyzu
dat podle jejich povahy. Vysokoskolskd u¢ebnice poskytne ¢tenafim dostatecny teoreticky zéklad pro
studium pokrocilych metod matematické statistiky. Duiraz je kladen taktéZ na upevnéni pocetnich
dovednosti.

Vzhledem k tomu, Ze autorka vysokoskolské uc¢ebnice pouziva ve vykladu zakladni matematické poj-
my (napt. integral, derivace...), je nutné zakladni principy matematiky dopfedu peclivé nastudovat,
napt. vyuzit studijni text VSEM: Logika a matematika pro ekonomy (od autori Coufal, Linek) nebo
napf. vysokoskolskou u¢ebnici VSEM: Logika a logické mygleni (autoti Hora, Kivanek).

Po prostudovani vysokogkolské uc¢ebnice Zpracovani dat v budou studenti mimo jiné:
= rozezndavat a definovat zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti a nahodné veli¢iny,
= rozezndavat a definovat zakladni pojmy matematické statistiky,
» chapat principy testovani hypotéz, indexni analyzy a analyzy ¢asovych fad,
» schopni aplikovat zdkladni teoretické poznatky z oblasti pravdépodobnosti a statistiky,
» schopni vyuzivat elementdrnich postupt teorie pravdépodobnosti a statistiky.

Zavérem by autorka rada podotkla, ze uvita jakékoli pfipominky, pozndmky a nazory ¢tenafd na
vysokoskolskou ucebnici, napf. e-mailem pavla.vrabcova@vsem.cz

Autorka dékuje za recenzi a cenné ptipominky doc. RNDr. Janu Coufalovi, CSc., Mgr. Ing. Jifimu Tobis-
kovi a Ing. Janu Ohmovi, Ph.D. V neposledni fadé také Mgr. Ing. Janu Vrabcovi za odborné konzultace.

V Praze, 2024 doc. Ing. Pavla Vrabcova, Ph.D.
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Kombinatorika
Uvod

PfifeSeni mnoha praktickych tloh se 1ze setkat s ptiklady, ve kterych se utvari skupiny z prvkt néjaké
kone¢né mnoziny. Redenim téchto uloh se zabyva kombinatorika. Zajem o kombinatoriku podnitily
mimo jiné hazardni hry, naptiklad hra v kostky. Lze konstatovat, Zze kombinatorika je obor matemati-
ky, ktery se zabyva usporadanim danych prvkt podle stanovenych pravidel do ur¢itych skupin.

Pfi vyuce na sttedni $kole se nékteri studenti jisté seznamili se zaklady kombinatoriky. Pfesto budou
objasnény zakladni pojmy v této oblasti a dale se prohloubi znalosti po nastudovani této kapitoly.
Bude pfipomenut vyznam termint pouzivanych v kombinatorice a pocitani s faktorialy a kombinac-
nimi ¢isly.

Po zvladnuti kapitoly 1 bude student pfipraven na feseni tloh z teorie pravdépodobnosti a na studium
matematické statistiky. Kapitola pozaduje mimo jiné standardné rozvinuté logické mysleni a respek-
tovani urditych pravidel u vybéru skupin ze zdkladni mnoziny. Zaklady kombinatoriky nejsou naroc-
né z hlediska teoretickych znalosti, proto bude kapitola 1 zamétena spiSe na logické ulohy.

Cile kapitoly

= Vysvétlit zdkladni principy kombinatorickych pravidel;

»  Vysvétlit zakladni kombinatorické vybéry;

= Definovat a na ptikladech vysvétlit faktoridl a kombinaéni ¢islo;
= Objasnit a aplikovat pojmy variace, permutace, kombinace.
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Kombinatoricka pravidla

Mezi zakladni kombinatoricka pravidla patfi kombinatorické pravidlo sou¢tu a kombinatorické pra-
vidlo soucinu (Bri$, 2011).

1.1.1 Kombinatorické pravidlo souctu

Kombinatorické pravidlo souctu je v praktickém Zivoté uzivano, aniz bychom si to uvédomovali.

| DEFINICE | Q

Kombinatorické pravidlo souétu

Kombinatorické pravidlo souétu zni ndsledovné (Bri§, 2011): Jsou-li A}, A,, ..., A, koneéné
mnoZiny, které maiji po fadé p;, py, .., p, prvky, a jsou-li kazdé dvé disjunkini (2&4dny pr-
vek neni ve dvou mnoZindch, mnozZiny maiji prazdné priniky), pak poéet prvkd mnoziny
AUA,U...UA jerovenp; +p,+..+p,.

V matematickém oboru se muze také kombinatorické pravidlo sou¢tu nazyvat jako adi¢ni princip.
Princip lze vysvétlit na jednoduchém prikladu.

Pokud existuje a zpusobi, jak néco udélat a b zpusobi, jak délat néco zcela jiného (nemozno délat
oboji ve stejném case), pak existuje a + b zptsobd, jak vybrat nékterou ¢innost.

Vyse uvedené bude ukdzano na jednoduchém prikladu.

A PRIKLAD

Skolu navstévuje 28 studentd, 9 z nich jezdi do $koly autem a 3 MHD. Kolik student? dochdzi do skoly
pésky, jestlize nikdo nepouziva na cesté do $koly jiny dopravni prostiedek?

Resenti:
Pocet studentd, ktefi chodi do $koly pésky, ozna¢ime x. Potom plati:

28=9+3+x.
x=16.

Odpovéd: Vyse uvedena tloha je jednoduchym prikladem kombinatorického pravidla sou¢tu, do $ko-
ly dochazi pésky 16 studenti.

1.1.2 Kombinatorické pravidlo soucinu

Kombinatorické pravidlo soucinu je taktéz vyuzivino v bézném zivoté. Pocet moznosti, kterymi se
ziska vysledek, 1ze vypodist jako sou¢in moznosti vybéru z jednotlivych mnozin (Bilkova et al., 2009).
A to kvtli tomu, Ze k jednomu vybéru z libovolné mnoziny mtizeme kombinovat v§echny moznosti
vybéru z ostatnich mnozin. Viz nasledujici definice a priklad.

| DEFINICE | Q

Kombinatorické pravidlo souéinu

Kombinatorické pravidlo soudinu zni ndsledovné (Bri3, 2011): Polet viech uspofddanych
ktic, jejichz prvni &len |ze vybrat n; zpUsoby, druhy élen po vybéru prvniho &lenu n,
zpUsoby atd. aZ kty &len po vybéru viech predchdzejicich élend n, zpdsoby, je roven
n-Nye .- Ny
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A PRIKLAD

Ve studijni skupiné je 17 Zen a 13 muzt. Kolik dvojic (Zena-muz) je mozné ze studenti sestavit?

Reseni:

Vybirdme ze 17 Zen, tzn. Ze existuje 17 moznosti, jak vybrat Zenu. At vybereme jakoukoliv Zenu, tvo-
fime pér s libovolnym muzem, tzn. Ze existuje 13 moznosti, jak vybrat muze pro uz vybranou zenu.
Celkovy pocet moznosti je tedy dle vyse uvedené definice:

17 - 13 = 221.

Odpovéd: Je mozné sestavit celkem 221 dvojic.

Kombinatorika a zakladni
zpUsoby vybéru

Kombinatorika

Kombinatorika dle Otipky et al. (2008) zkoumé skupiny (podmnoziny) prvkd vybranych

ze zdkladni mnozZiny.

Zakladnim pojmem v kombinatorice je pojem (k-prvkova) skupina (nebo také k-tice prvkii), kde k je
prirozené ¢islo (N). Jestlize v k-tici zaleZi na poradi prvki, hovoii se o usporadanych k-ticich. Jestlize
na poradi prvka v k-tici nezalezi, mluvime o neusporadanych k-ticich.

Déle je nutné rozlisit, jestli se prvky v k-tici mohou opakovat. Pokud se kazdy prvek muze v k-tici
vyskytnout nejvyse jednou, hovoii se o skupindch bez opakovani. Naopak, jestlize se miZe libovolny
prvek v k-tici vyskytnout vicekrat (nejvyse k-krat), mluvime o skupinach s opakovanim (Litschman-
nova, 2011).

Jesté nez budou predstaveny 3 zakladni zptsoby vybéru, je nutno pripomenout dilezité matematické

pojmy, které budou prfi vypoctech pouzivany, a to faktorial (n!) a kombinaéni ¢islo (Z .

| DEFINICE | Q

Faktoridl

Pro kazdé pFirozené ¢islo n definujeme (Neubauer et al., 2016):
nl=n-(n-1)..2.1kdeOl=1.

Cislo nl ¢teme jako ,n faktoridl”.

Pokud uvazujeme faktorial uréitého ¢isla, je mozné jej rozepsat na soudin véech jeho ¢lent:

0l=1,
=1,
21=2.1=2,
31=3.2-1=6,

41=4.3.2.1=24,
10!=10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=3628800.
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Faktoridl je moZné vypocitat na kalkulacce prostfednictvim funkce ,,X!“. Defini¢ni obor musime
stanovovat pokazdé (faktoridl zaporného ¢isla neexistuje). S faktoridly se ¢asto pocitd ve zlomcich,
proto je tedy nezbytné naucit se faktoridly zjednodusovat. Napt. 5! je rovny soucinu ptirozenych cisel:
5-4-3.2. 1. Pritom lze napsat, Ze 5! jde napf. zjednodusit nasledovné: 5! = 5 - 4!, viz nasledujici priklad.

A PRIKLAD

!
Vypocitejte 15
13!

Reseni:
U prvniho ptikladu je zfejmé, ze mtizeme vypocitat kazdy faktoridl zvlast a poté zlomek zkratit. Vy-
15! . Ve 1 "
raz — 1ze zjednodusit nasledovné:
15! 15-14-13!

— = =15-14 = 210.
13! 13! > 0

Odpovéd: Uvedeny vyraz je po vykraceni 13! roven 210.

A PRIKLAD

Zjednoduste vyraz v N:

(n+4)!.
(n+1)!

Definiéni obor:

D(f)={n;n=-1;n € N}

Regeni:
Vyraz % 1ze zjednodusit nasledovné:
n+4)! Mm+4)-n+3)-n+2)-(n+1)!
A D CE] St )

=n®+9n% + 26n + 24.
Odpovéd: Zjednodusujeme faktorialy tak, aby mohly byt vykraceny, vyraz se rovna

n3 4+ 9n? + 26n + 24-

A PRIKLAD

Reste v N nésledujici rovnici:

(n+ 3)!

Defini¢ni obor:
D(f)={n;n=—-1;,n € N}.
Reseni:
Vyraz na levé strané je nutno zjednodusit a ,,zbavit* jej faktoridlu:
n+3)-n+2)-(n+1)!
(n+1)!
n+3)-(n+2)=12n+ 14.
n*+5n+6=12n+ 14.
n*—-7n—8=0.

=12n + 14.
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Kvadratickou rovnici je mozné vytesit prostfednictvim diskriminantu D.

D = b? — 4ac.
D=49—-4-1-(—8) =81.
~b¥VD
n=————
2a
_7+9_8
nm=——=
7-9 .
n, = —— = —1 ..nevyhovuje N.

2

Odpovéd: Pro uvedenou rovnici plati n = 8, K = {8}.

CVICENI 1.1

Zjednoduste nésledujici priklady a uvedte defini¢ni obor:

~J

n+2) (m+1)
CEECED)

n! _(n+1)!
n+3)! (n—-1Dr
1 3 (n? — 4)

n (n+1)! (m+2)!

Kombinacéni éislo

n «
Pro viechna celd nezdpornd ¢isla n, k, kde k < n, definujeme kombinaéni &islo (f). Cteme

nnad k.

Pro (}) plati nésledujici vztah (1.1) (Bauer, 2015):
n!
pron >k > 0;

(Z) Py ey W
0 jinak. '

(=)=

Dale plati rovnost (1.2):

A PRIKLAD

Vypocitejte vyraz:

Resenti:

Vyraz lze zjednodusit nasledovneé dle vztahu (1.1):

(26) 26! 26! 26-25-24! 2625

2 21(26 —2)!  21-24! 21-24! 2-1 325

Odpovéd: Uvedeny vyraz je roven 325.
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A PRIKLAD

Vyteste nasledujici rovnici v N:
(n) + (n - 1) —4
2 2 )

Resent:

Rovnici je nutno zjednodusit dle vztahu (1.1):

n! (n—1)

A= =1 *

Zjednodusime rovnici nasledovné:

nn—1)(n-2)! (11—1)(11—2)(11—3)!_4
21 (n—2)! 21 (n —3)! o

Upravime a vykratime zlomek nasledovné:

nn—-1) m-1Dn-2)
2 2 -
n?—n n?-3n+2
2 T2 -

4,

Vynasobime celou rovnici ¢islem 2:
2 _ 2 _ —
n“—n+n“—-3n+2=28.
Odecteme 8 a ziskame kvadratickou rovnici:
2n’ —4n—-6=0.
Rovnici lze vydélit ¢islem 2:

n?-2n—-3=0.

Kvadratickou rovnici 1ze vypocitat prosttednictvim diskriminantu (viz vy$e) nebo rozkladem na
soucin:
n-3)(n+1)=0.
n, = 3.

n, = —1,nevyhovuje N.

Odpovéd: Rovnice ma jediné feseni, a to n = 3.

CVICENi 1.2

Vypocitejte nasledujici priklad:

°~J

(5)+()



